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4. LINEAARIKUVAUKSET

4.1 MAARITELMA JA ESIMERKKEJA

Olkoot V ja V' vektoriavaruuksia. Tarkastellaan kuvausta L : V — V’. Tal-
16in jokaiseen vektoriin v € V liittyy tietty, L:n ja v:n yksikéasitteisesti maaraama
kuvavektori L(v) € V.

Maaritelma 4.1.1. Kuvaus L : V — V' on lineaarinen 1. lineaarikuvaus, jos
i) L(v+w)=L(v)+ L(w) kaikilla v,w € V| ja
ii) L(cv) =cL(v) kaikilla v € V, c € R.

(Kaavoissa vasemmalla on V:n ja oikealla V':n laskutoimitus.)

Lause 4.1.2. Olkoon L :V — V' lineaarikuvaus. Tdlloin
a) L(0Oy) =0y, ja

b) L(civy 4+ +cepvg) =1 L(vy) + -+ e L(vy), kun vy, ..., vp €V,
C1, ..., cp €R.

Todistus. a) L(0v) 2% L(0-0y) 20 L(0y) **2" 0y,

b) seuraa induktiolla 4.1.1:std: Tapaus k = 1 on suoraan 4.1.1 ii). Jos sitten k > 2
ja tiedetaan jo, etta

Licivi+ -+ cpe—1Vie—1) =ciL(vi) + -+ cp—1 L(Vi—1)

(”induktio-oletus” ), niin

L(eyvi+ -+ cexvi) = Llepvi + -+ ck—10k-1) + L(cgvy) (4.1.11)

= ClL(Vl) + -+ Ck—lL(Vk—l) + CkL<Vk) (mdol +4.1.1 11) ]
Esimerkki 4.1.3. (a) Olkoon A = [a;;| € R™*™ m x n-matriisi. M&é&ritelldén
kuvaus L4 : R® — R™ asettamalla

Ly(x) = Ax kaikilla x € R",

missé Ax on matriisitulo, toisin sanoen

X1 Y1

) Y2 - _
LA3 . — . y yi:Zaijxj (’L:L...,m).
: : j=1

Tn Ym
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L 4 on lineaarinen, silla matriisitulon ominaisuuksista 1.3.1 seuraa, etta
Ly(x+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = Ls(x)+ La(y) ja
L(ex) = A(ex) = cAx = cL4(x),
kun x,y € R", c e R.
Kohdissa b), c¢) ja d) on konkreettisia esimerkkejé tapauksesta m =n = 2.
b) A= {8 2} —al, €R¥? (a€R) — La(x)=ax kaikilla x € RZ.

L :R? — R? on homotetia. Jos a > 1, L4 on venytys (dilataatio); jos 0 < a < 1,
L 4 on kutistus (kontraktio).

_ 1 0 2x2 KA x1
© a=[o SJemre = [2]-[1,]
L4 : R? — R? on peilaus z;-akselin suhteen.
T2
X
..
La(x)

(d)
A [C?Sgp —smcp} ER®? (pER) = Ly [xl} . [xl CoS p — T3 SlIlgO:| .
sing  cosgp T2 x18in@ + x4 cos g
Esitetdéin x = [#1 22]" # 0 napakoordinaattien avulla:
x1 =rcosh, zo = rsinf, missi r = ||x|| = /2?7 + 23 ja § € R on x:n vaihekulma.
Talloin
La(x) = r(cosfcosp —sinfsing) | [ rcos(6+ @)
AT r(cosOsingp +sinfcos ) | | rsin(f + ¢)
saadaan kiertamalla vektoria x kulman ¢ verran origon ympari.
T2

- \LA(X)

4.3:ssa nahdaan, etta jokainen lineaarikuvaus R™ — R" on muotoa L 4 sopivalla
A e Rm™x™,



88

Esimerkki 4.1.4. a) D : CY(R,R) — C°(R,R), D(f) = f' = fm derivaatta
kaikilla f € C1(R,R), on lineaarinen, silli (f +g)' = f' +¢’ ja (cf) = cf’ (Diff. I).

b) I: C°(R,R) — CY(R,R), I(f)(z) = [y f(t)dt kaikilla z € R, f € C°(R,R), on
my6s lineaarinen.

Yleisluontoisia esimerkkeja:

Esimerkki 4.1.5. Olkoot V,V’,... vektoriavaruuksia.

a) Identtinen kuvaus idy : V' — V, idy(v) = v kaikilla v € V, on selvisti lineaari-
nen, samoin aliavaruuden W C V' kanoninen injektio iy, : W — V, iy (W) =w
kaikilla w € W.

b) Nollakuvaus 0 = Oy,y/ : V — V' 0(v) = Oy kaikilla v € V, on lineaarinen.
c)Jos L :' V. — V'ja L' : V! — V" ovat lineaarisia, niin yhdistetty kuvaus
L'oL:V = V" (L'oL)(v)=L'(L(v)) kaikilla v € V, on lineaarinen.

Todistus. Olkoot v,w € V ja c € R. Silloin

Lo L)) + (I 0 L)(w),
)=cL'(L(v))=c(L' o L)(v). O

d) Jos L : V — V' on lineaarinen ja W C V aliavaruus, niin L:n rajoittuma W:hen
LW : W — V' (LIW)(w) = L(w) kaikilla w € W, on lineaarinen (esimerkiksi
koska LW = Loiwy).

e) Jos Ly, Ly : V — V' ovat lineaarisia ja a € R, niin L; + Ly ja alL; ovat lineaari-
kuvauksia V' — V', kun maéritellaan

(L1 4+ Lo)(v) = L1(v) + La(v) ja (alq)(v)=ali(v) kaikilla v e V.
Todistus. Harjoitustehtava. [

Esimerkki 4.1.6. Olkoon V sisétuloavaruus, sisétulona ( , ).
a) Kiintedlla w € V on 3.2.2:n nojalla v — (v, w) = (w, v) lineaarikuvaus V" — R.

b) Olkoon W C V &érellisulotteinen aliavaruus. Maaritelldén kuvaus p : V. — V
asettamalla

p(v) = projy, (v) = v:n kohtisuora projektio W:lle

kaikilla v € V (siis p(v) € W C V ¥v € V). Projektion mééritelmén nojalla on
p(v) =w, kun v =w +w', missi w € W jaw’ € W+.
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Vaite. p on lineaarinen.

Todistus. Olkoot vi,vy € V; vi = wy + W], vo = Wy + W), missd wi,wo € W
ja wi,wh € W, Tillsin vi + vo = (w1 + wa) + (W] + wh). Koska W ja W+ ovat
aliavaruuksia, on wy + wy € W ja wi +wh € W ja siten

p(vi + Vo) = wi +wy = p(vy) + p(va).

Vastaavasti todetaan, ettd p(cv) = ep(v), kunve V,ceR. O

Seuraava tulos on hyddyllinen tutkittaessa lineaarikuvauksia V' — V'’ kun V on
aarellisulotteinen.

Lause 4.1.7. Olkoot V' ja V' vektoriavaruuksia, (v1,...,vy) Vo kanta (siis V' on
aarellisulotteinen ja dim(V') =n), ja vi,..., v, € V' annettuja vektoreita. Tdilldin
on olemassa tasmdalleen yksi lineaarikuvaus L :V — V', jolla

L(vi) =V, ..., L(vy,) = V.

Todistus. Enintaan yksi. Olkoot Li,Ls : V — V' kaksi lineaarikuvausta, joilla
Ly(vj) = v = La(vj), j = 1,...,n. Olkoon v € V = span(vy,...,vy,). Silloin
v=x1vi+- - +x,Vv, eriilla z1, ..., x, € R, joten

Li(v) = Li(x1vi + -+ z,vp) +L2d r1Lyi(v1) + -+ 2, L1(vy)

=x1Lo(vy) + -+ zpLa(vy) L2 Lo(x1vy + -+ vy) = La(v).

Koska siis L1(v) = Lo(v) kaikillav € V, on Ly = Ly
b) Ainakin yksi. Olkoon v € V. Talléin v =zyvi+---+x,v, erédilld zq,...,z, €
R, ja ndmé kertoimet (v:n koordinaatit kannassa (vi,...,v,); ks. kappaleen 2.8
alku) ovat v:n yksikésitteisesti mééraaméat. Voidaan siis méaritelld kuvaus L : V' —
V' asettamalla L(v) = z1v|+- -4z, v, , kun v = z1vi+- - -+2,Vp, Z1,..., 2, € R
Silloin L(v;) = v/ kaikilla j € {1,...,n}, joten jdé todistettavaksi

Vaite. L on lineaarinen.

Todistus. Olkoon v = x1vy + -+ 4+ 2,V, ja W = 1V + -+ + Y, V,, Missi
Tiyee oy Tny Y1, ---,Yn € R, ja olkoon ¢ € R. Talloin

v+w=(z1+y1)vi+- -+ (xn+yn)vn ja
cv = (cr1)vi+ -+ (cxp)Va,
joten
L(v+w) = (z1 +y)Vi+ -+ (@0 +yn)Vy,
= (z1vi + - zavy) + (v + - ynvy) = L(v) + L(w),
L(ev) = (cay)Vy+ -+ (can)V, = c(z1vy + -+ 2,v)) = cL(v). O



90

4.2 KUVA JA YDIN. ISOMORFISMIT
Olkoot V ja V' vektoriavaruuksia ja L : V — V' lineaarikuvaus. Méaritellaan
L kuva Im(L) = L(V) ja ydin Ker(L) seuraavasti:
Im(L)=L(V)={L(v) | veV}
={v' eV'|v = L(v) jollakinve V} C V',
Ker(L)={veV |L(v)=0y/}CV,

Lause 4.2.1. Im(L) on V':n aliavaruus ja Ker(L) on V :n aliavaruus.
Todistus. Kuva. 1) Olkoot v/, w’ € Im(L). Silloin v/ = L(v) ja w' = L(w) erailla

v,weV, ja

v +w = L(v)+ L(w) "2 L(v + w) € Im(L),

koska v +w € V.
ii) Olkoon v’ € Im(L) ja c € R. Silloin v/ = L(v) erdalld v € V; nyt

ov' =cL(v) “' 2" L(ev) € Im(L),

koska cv € V.
iii) Lauseen 4.1.2.a) nojalla Oy, = L(0y) € Im(L).

Ydin. i) Olkoot v,w € Ker(L). Silloin L(v) = 0y, = L(w). Siis
L(V + W) = L(V) + L(W) =0y + 0y = 0y,

joten v +w € Ker(L).
ii) Olkoon v € Ker(L) ja ¢ € R. Silloin L(v) = Oy. Siis

L(ev) = cL(v) = 0y = Oy,

joten cv € Ker(L).
iii) Oy € Ker(L), koska L(0y) = 0y,. O

Huomautus 4.2.2. Yleisemmin, jos W C V on aliavaruus, niin W:n kuva
LW)={L(w)|weW}={v'eV'|v' = L(w) jollakin w € W}

on V' aliavaruus (silld L(W) = Im(L|W)).
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Lause 4.2.3. Olkoon L :V — V' lineaarinen ja v1,...,vi € V. Tdlloin
Lispan(vi, . .., vi)) = span(L(v1), ..., L(vi)).

Todistus. L(span(vi,...,vg)):n alkiot ovat
L(zyvi+ - -+ apvg) =x1L(vi) + -+ xpL(vi), z1,...,25 €R,
eli samat kuin span(L(vy),..., L(vy))m alkiot. O

Esimerkki 4.2.4. Olkoon A =[a; a3 ... a, | € R™*™ m x n-matriisi, jonka sa-
rakkeet ovat aj,...,a, € R™, ja Ly : R" — R™ kaavan L4(x) = Ax méérittelema
lineaarikuvaus (ks. 4.1.3). Téll6in

Im(L4) = La(R™) = La(span(eq,...,ey)) 423 span(La(e1),...,La(ey))
= span(Aey, ..., Ae,) = span(ay,...,a,) = Col(A)
on A:n sarakeavaruus, ja
Ker(Lg) ={x€R" | La(x) =0} ={x € R" | Ax =0} = Null(4)
on A:n nolla-avaruus eli homogeenisen yhtéloryhman Ax = 0 ratkaisujen joukko.

Lineaarikuvauksella L : V' — V' avaruuksien Im(L) ja Ker(L) "koko” riippuvat
toisistaan seuraavasti (kun dim (V) < oo):

Lause 4.2.5. Olkoon L : V. — V' lineaarinen ja V dadrellisulotteinen. Tdlldin
Im(L) on ddrellisulotteinen ja

dim(V) = dim(Ker(L)) + dim(Im(L)).

Todistus. Lauseen 2.5.12 mukaan Ker(L) on direllisulotteinen. Olkoon (vi,..., V)
Ker(L):n kanta. Téydennetdén se V:n kannaksi (vyq,...,vp, wi,...,W,) (2.5.11 a).
Silloin p = dim(Ker(L)), p+ g = dim(V'), ja on osoitettava, ettd ¢ = dim(Im(L)).
Viite. (L(wi),...,L(wy)) on Im(L):m kanta.
Todistus. Viritys: Lauseen 4.2.3 mukaan

Im(L) = span(L(v1),..., L(vp), L(w1), ..., L(wg)) = span(L(w1), ..., L(wy)).

Vapaus: Olkoot z1,...,z, € R. Silloin
r1L(wy1) + -+ a,L(wy) =0
= L(xywi+---+2,wy) =0
— 1wy + -+ 2wy € Ker(L)

= T\Wi1+ -+ W =y1vi+ -+ yv, erdillayg, ...y, €R
= —Y1V1— = YpVp T+ T1W1 + - + 1wy = 0
koska (v1,...,Vp, W1,...,W,) on vapaa, téstd seuraa, ettd 1 = --- = 24 = 0

(= =y O
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Esimerkki 4.2.6. Olkoon

1 2 0 —2
A=|-1 1 -1 0| ja Ls:R*-R3 x— Ax.
01 1 1

Miééritettava dim(Ker(Ly)) ja dim(Im(L4)).

Ratkaisu. Muunnetaan A alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi:

1 2 0 -2 1 2 0 -2 1 2 0 -2
A=]-1 1 -1 0O ~ [0 3 -1 =2 ~ |0 1 1 1
| 0 1 1 1 0 1 1 1 0 3 —-1 -2
[1 2 0 —2 1 2 0 -2
~ 10 1 1 1{ ~ |0 1 1 1
|0 0 -4 -5 0 0 1 5/4
Siispéa,
T 1 + 2x9 —2x4 =0
x = f € Ker(L4) = Null(A) < To+ w3+ x4 =0
3
T4 $3+g$4 =0
x1:—2x2+2$4:%t %
1 1
Tog = —T3 — Tg = 5t 1
= 2 53 454 = x=t| .|, teR
x3:—1x4:—zt —
rzes=teR 1

Niin ollen Ker(L4) = span([2 1 —2 1]7), joten dim(Ker(L4)) = 1. Lauseen 4.2.5

mukaan dim(Im(L4)) = dim(R*) — dim(Ker(L4)) = 3, joten Im(L 4) = R3.
(Kuvan Im(L 4) dimensio saadaan tietysti myos menetelméalld 2.6.1, jonka mukaan
A:n sarakkeet 1, 2 ja 3 muodostavat avaruuden Im(L,4) = Col(A) kannan; siis
dim(Im(L4)) =3). O
Injektiot, surjektiot ja bijektiot (joukko-oppia).

Olkoot X ja Y joukkoja ja f: X — Y kuvaus. Talléin f on

(1) surjektio, jos f(X) =Y, ts. jokaisella y € Y yhtaldlla f(z) = y on ainakin

vksi ratkaisu x € X;

(2) injektio, jos f(z) = f(2') vain, kun z = 2’ (2,2’ € X), ts. jokaisella y € Y
yhtalolla f(z) = y on korkeintaan yksi ratkaisu z € X;

(3) bijektio, jos se on injektio ja surjektio, ts. jokaisella y € Y yhtalolla f(z) =y
on tasmalleen yksi ratkaisu x € X.
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Lause (ja maaritelma) 4.2.7. Olkoon f kuvaus X — Y. Tdllgin f on bijektio
<= on olemassa kuvaus g : Y — X, jolla go f =idx ja fog=1idy. Tdalloin g on
yksikdsitteisesti mddrdtty, bijektion f kidnteiskuvaus, ja sitd merkitddin g = f 1.

Todistus. ” = ”. Olkoon f bijektio. Kun y € Y, olkoon x = g(y) € X yhtéalon
f(x) = y yksikésitteinen ratkaisu. Néin saadaan kuvaus g : Y — X jolla f(g(y)) =
yeli (fog)(y) =idy(y) Vy € Y; siis fog = idy. Yhtdlon f(x) = y ratkaisun x
yksikésitteisyydesta seuraa, ettd g on ainoa kuvaus Y — X, jolla f og = idy. Kun
x € X, on toisaalta

fgof)(x)) = (folgof))(z) = ((fog)of)(x)= (idy of)(x) =idy(f(x)) = f(x);

koska f on injektio, on (g o f)(x) = x = idx(z). Siten go f = idx.

7«<=7. Olkoon g:Y — X sellainen kuvaus, ettd go f =idx ja f og =idy. Jos
xz, 2" € X ja f(z) = f(2'), on

z =idx(z) = (90 f)(z) = g(f(2)) = 9(f(z)) = (g0 f)(z') = idx (2) = 2;
siis f on injektio. Toisaalta, jos y € Y, niin g(y) € X ja
y=idy(y) = (fog)(y) = flg(¥));

siis f on surjektio. [

Lineaarikuvauksen injektiivisyys ja surjektiivisuus.
Lause 4.2.8. Lineaarikuvaus L :V — V' on injektio <= Ker(L) = {0y }.

Todistus. 7 = 7. Olkoon L injektio. Joka tapauksessa Oy € Ker(L) (Lause
4.2.1). Jos toisaalta v € Ker(L), niin L(v) = Oy = L(0y); koska L on injektio,
téytyy olla v = 0y. Néin ollen Ker(L) = {0y }.

7 «<=". Olkoon Ker(L) = {0y }. Olkoot v,w € V sellaisia, ettd L(v) = L(w).
Osoitetaan, ettd v = w:

L(v)=L(w) = L(v—w)=L(v)— L(w) =0y
— v—weKer(L)={0y} = v-w=0y = v=w. [
Esimerkki 4.2.9. a) Olkoon A € R™*™ ja L4 : R" — R™, Ls(x) = Ax.
L4 on injektio <= Ker(L4) = {0} <= Null(A) = {0}

<= homogeenisella yhtaloryhmalld Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.
Toisaalta
L4 on surjektio <= Im(Ls) =R™ <= Col(A) =R™.

b) Esimerkin 4.2.6 lineaarikuvaus L4 : R* — R? on surjektio (Im(L 4) = R3), mutta
ei ole injektio (dim(Ker(Ly4)) = 1).
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Lemma 4.2.10. Olkoon L :V — V' lineaarikuvaus ja vi,...,vi € V.
a) Jos L on injektio ja (v1,..., Vi) on vapaa, niin (L(v1), ..., L(vg)) on vapaa.
b) Jos L on surjektio ja (vi,...,vy) virittdd V:n, niin (L(v1),..., L(vy)) vi-
rittaa V' :n.
Todistus. a) Olkoot z1, ...,z € R. Talléin
21 L(vi) + -+ xpL(vg) = Oy

— L(a1vi+ -+ apvi) T 2 L(vi) 4 - - 4 2 L(vi) = Oy
— 11V]1 + -+ xRV € Ker(L) = {OV} (L injektio)

= Vit +avp =0y = z1=---=2,=0 ((v1,...,Vg) vapaa).

b) Lauseen 4.2.3 nojalla on
span(L(vy),...,L(vg)) = L(span(vy,...,vg)) = L(V) = Im(L).

Koska L on surjektio, on Im(L) = V’. Siis V'’ on vektorien L(vy),..., L(vy) virit-
tama. [

Lineaariset isomorfismit.

Maaritelma 4.2.11. Lineaarikuvaus, joka on bijektio, on lineaarinen isomorfis-
mi. Vektoriavaruudet V' ja V' ovat isomorfiset, jos on olemassa jokin lineaarinen
isomorfismi V' — V’. Sille, ettd V ja V’ ovat isomorfiset, kdytetdan merkintad
Vv,
Lause 4.2.12. Olkoot V., V' ja V" vektoriavaruuksia.
a)idy : V — V on isomorfismi.
b) Jos L:V — V' ja L' : V' — V" ovat isomorfismeja, niin L' oL : V — V" on
isomorfismi.
c) Jos L:V — V' on isomorfismi, niin L= : V' — V on isomorfismi.
Todistus. a) Selva.
b) Lauseesta 4.1.5 ¢) seuraa, ettd L’ o L on lineaarinen. Liséksi se on bijektio,
kidnteiskuvauksena L~ o L'~
c) L™ on bijektio (sen kddnteiskuvaus on L), joten jii todistettavaksi, ettd L1 :
V' — V on lineaarinen.

Olkoot v/, w’ € V'. Tilléin v/ = L(v) ja w' = L(w), missi v = L7}(v/) € V ja
w = L~} (w’) € V. Olkoon lisiiksi ¢ € R. Silloin

L'V +w) = L7NL(v) + L(w)) "2 L7 (L(v + w))

)
=v+w=L"'V)+Lw),

L lin.

L~ Yev') = LY (cL(v)) L YL(ev))=cv=cL (V). O
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Siis on voimassa

(1) vV,

2 VeV iaV 2V = VeV
B) VeV = V'V,

Esimerkki 4.2.13. a) Olkoon V #érellisulotteinen vektoriavaruus ja
S = (v1,...,vy,) V:n kanta. Tarkastellaan kuvausta

Cs:V —=R" v |v]g (koordinaattivektori S:n suhteen).

Lauseesta 2.8.2 seuraa, ettd Cg on lineaarinen. Koska [v;]gs = e; (luonnollinen
kantavektori), on Cg itse asiassa se yksikésitteinen lineaarikuvaus V' — R", jossa
v; — e; kaikilla j (ks. 4.1.7). Cg on lineaarinen isomorfismi; sen kéénteiskuvaus on
se yksikésitteinen lineaarikuvaus C'g : R™ — V, jossa e; — v, kaikilla j. Lineaari-
kuvauksessa C5o0Cg : V — V nimittédin v; — v; = idy(v;) kaikilla j, joten 4.1.7:n
nojalla Cy o Cg = idy, ja vastaavasti C's o C'y = idgn.

b) Kaava x — xI kaikilla x € R™ méirittelee lineaarisen isomorfismin R” — R,,;
taméin kiinteisisomorfismin antaa kaava y — y7 kaikilla y € R,,.

¢) Olkoon A € R™*"™ m x n-matriisi. b)-kohdan isomorfismit R™ —— R,, ja
R" — R,, rajoittuvat isomorfismeiksi

Col(A) = Row(AT), Col(AT) = Row(A).

(A sarakkeet — AT:n rivit, AT:n sarakkeet — A:m rivit.)

Lause 4.2.14. Olkoon V ddarellisulotteinen vektoriavaruus ja V' wvektoriavaruus.
Talloin

V=V < V' on ddarellisulotteinen ja dim(V) = dim(V").

Todistus. 7 = 7. Olkoon L : V — V' isomorfismi, dim(V) = k ja (v1,...,Vg)
V:n kanta. Lemman 4.2.10 mukaan (L(vy),..., L(vy)) on vapaa ja virittdd V’:n,
joten se on V':n kanta. Siis V' on darellisulotteinen ja dim(V') = k = dim(V).

7 <= 7. Olkoon V' &érellisulotteinen, dim(V') = dim(V') =k, S = (vi,...,Vg)
V:n kanta ja S = (vi,...,v}) V'in kanta. Esimerkin 4.2.13 a)-kohdan nojalla
Cg:V — RF ja Cg : V! — R¥ ovat isomorfismeja. Silloin lauseen 4.2.12 kohtien
b) ja ¢) nojalla Cs: ' o Cg : V — V'’ on isomorfismi. [

Erityisesti dim(V) = n <= V = R". Valitettavasti n-ulotteisella avaruudella
V isomorfismi V' —> R" (esimerkiksi C's) riippuu V:n kannan valinnasta eiké ole
”kanoninen”.
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Lause 4.2.15. Olkoon L : V — V' lineaarikuvaus, V' ja V' darellisulotteisia vek-
toriavaruuksia ja dim(V') = dim(V"'). Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvdt:

i) L on injektio,
ii) L on surjektio,
iii) L on bijektio.
Todistus. Koska selvésti ili) = i) ja iii) = 1ii) sekd i) & ii) = iii), riittda
osoittaa, ettd i) <= ii).

Lauseen 4.2.5 nojalla dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) = dim(V) = dim(V"). Voidaan
siis paatella:

L on injektio <= Ker(L) = {0}
<= dim(Ker(L)) =0
< dim(Im(L)) = dim (V")
< Im(L)=V'
<= L on surjektio. [

Erityisesti, jos V on dérellisulotteinen, niin jokainen lineaarinen injektio (vastaa-
vasti jokainen lineaarinen surjektio) V' — V on isomorfismi. Tamé ei pida paik-
kaansa, jos V ei ole aarellisulotteinen:

Esimerkki 4.2.16. Tarkastellaan avaruutta RY (ks. 2.2.3.b), jonka alkiot ovat
kaikki kuvaukset f : N — R. Avaruuden RN:n alkiot f voidaan tulkita lukujo-
noiksi (zg, z1, za,...), missd x; = f(i) € R kaikilla i € N. Nyt

(zo,x1,22,...)+— (0,20, 22,...)

on lineaarinen injektio RY — RN mutta ei surjektio (mikéin jono ei kuvaudu
esimerkiksi jonoksi (1,1,1,...)); vastaavasti

(zo,x1,22,...)— (T1,T2,...)
on lineaarinen surjektio RY — RN mutta ei injektio (esimerkiksi (0,0,0,...) ja
(1,0,0,...) ovat eri jonoja, mutta kuvautuvat samaksi jonoksi (0,0,0,...)).

Huomautus 4.2.17. a) Olkoon A € R™*" m xn-matriisi. Lukujen 3 ja 4 tulosten
avulla saadaan uusi todistus perustulokselle dim Col(A) = dim Row(A) (= rank(A);
ks. 2.6.3). Esimerkin 4.2.4 ja lauseen 4.2.5 nojalla on

(a) dim Null(A4) + dim Col(A) = dim(R") = n.
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Lauseen 3.4.4 nojalla on

(b) Null(A) = Col(AT)t  (R™:ssd).

Kohdan (b) ja lauseen 3.4.5.c) nojalla on

(¢) dimNull(A) + dim Col(AT) = dim Col(AT)* + dim Col(AT) = dim(R") = n.
Esimerkin 4.2.13.c) nojalla on

(d) Col(AT) = Row(A).

Yhdistetaan ylla olevat tulokset:

dim Col(A) & n — dim Null(4) € n — (n — dim Col(AT))
= dim Col(A™T) D dim Row(A).

Lisiksi rank(AT) = dim Col(AT) = dim Row(A) = rank(A).
b) Lauseen 4.2.15 avulla on mahdollista todistaa lause 1.6.6 ”geometrisemmalla”,
dimensioteoriaan perustuvalla tavalla kuin kappaleessa 1.6.

4.3. LINEAARIKUVAUKSET JA MATRIISIT

Olkoot V' ja V' vektoriavaruuksia. Tutkimme joukkoa
Lin(V, V') = {L | L on lineaarikuvaus V — V'},

kun V' ja V' ovat dérellisulotteisia. Todistamme, ettd jos dim(V) = n, dim(V') = m,
ja V:lle ja V':1le molemmille valitaan jokin tietty kanta, saadaan kddntaen yksiké-
sitteinen vastaavuus joukon Lin(V, V') ja m x n-matriisien joukon R"*"™ vilille.

Erikoistapaus Lin(R", R™).

Esimerkissd 4.1.3 a) liitettiin m X n-matriisiin A = [a,; ] € R™*" lineaarikuvaus
Ly :R™ — R™ kaavalla L 4(x) = Ax kaikilla x € R"™.

Lause 4.3.1. Kuvaus A — Ly on bijektio R™*™ — Lin(R™,R™). Lisdksi
(1) L[n - ian,
(2) LA+B:LA+LB (A,BGRmxn),
(3) Loa=cly (AGRmxn,CER), jCL
(4) Lop=LsolLp (AERmxn, BER”XP).
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Todistus. Injektio. Oletetaan, ettd matriiseilla A, B € R™*™ on L, = Lp, ts.
La(x) = Lp(x) eli Ax = Bx kaikillax € R™. Olkoon (e, ..., e,) R™:mn luonnollinen
kanta. Nyt erityisesti Ae; = Be; kaikilla j € {1,2,...,n}. Koska Ae; on A:n j:s
sarake ja Bej on B:n j:s sarake, on siis Am j:s sarake sama kuin B:n j:s sarake
kaikilla j € {1,2,...,n}. Néin ollen A = B.

Surjektio. Olkoon L € Lin(R™,R™) (ts. L : R™ — R™ on lineaarikuvaus). Olkoon
A=[L(ey) ... L(e,)] e R™*"

se matriisi, jonka sarakkeet ovat L(e;) € R™, j=1,...,n. Talléin

L(X) — L(ﬂ?lel 4o+ ;Ijnen) Lgn. le(el) + -+ an<en)

= Ax = L(x) kaikilla x = [21 ... z,,]" € R,

joten L = L 4.

Viimeiset viitteet seuraavat heti matriisien laskusaannoista. Kun esimerkiksi
A e R™*" ja B € R"*P on

Lap(x) = (AB)x "% A(Bx) = L4(Bx) = L4(Lg(x))

= (LaoLp)(x) kaikilla x € R?;
siten LAB:LAOLB. ]

Lauseen 4.3.1 avulla tulkitaan tarvittaessa matriisi A € R™*" lineaarikuvauk-
seksi A : R” — R™ (samastetaan siis A = Lj4) ja painvastoin. T&ll6in erityisesti
matriisitulo vastaa kuvausten yhdistamista.

Yleinen tapaus Lin(V, V).
Olkoon dim(V) = n, dim(V’) = m, S = (vi,...,v,) V:n kanta ja §' =

vi,...,v. ) V'mkanta. Olkoon L : V — V' lineaarikuvaus. Tarkastellaan kaaviota
1 m
L
\% %
CS ~ ~ CS,
A
R" ---o-- - R™

missi Cs : v = [v]g ja Cgr : v/ = [v/]g (ks. 4.2.13 a). Yhdistelmé C'ss o LoCg™ " :
R"™ — R™ on lineaarikuvaus, joten lauseen 4.3.1 mukaan on olemassa yksikasitteinen
m X n-matriisi A € R™*" jolla

CeoLoCs ' =A:R" - R™, x+— Ax.

(Téssé on samastettu A ja L4, kuten edelld sovittiin.)
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Maaritelma 4.3.2. Y14 olevassa tilanteessa matriisi A = M (L; S’ «— §) € R™*"
on lineaarikuvauksen L : V — V' matriisi kantojen S ja S’ suhteen.

Olkoon M(L;S" +— S) = A = [a;;] € R™*™. Télléin ylla oleva kaavio ”kommu-

toi”, ts. Cgr o L = Ao Cg, silli AoCs = Cgr0LoCs ' oCs = Cg oL (koska
Cs ' oCg =idy). Siispi

(4.3.3) [L(v)]g = M(L; S — S)[v]g kaikilla v € V.
Jos [V]lg =[z1 ... 2n]" ja [L(V)]s = [y1 - ym]", ts.
N ST
j=1 i=1
on siis
(434) Yi :Zaijxj, 1= 1,...,m.
j=1
Kun 4.3.3:ssa valitaan v = v;, jolloin [v]g = [v;]s = €; on R™n luonnollinen

kantavektori, ndhdéén, ettd [L(v;)]s: = M(L; S" « S)[v;]g = M(L; S’ — S)e; on
matriisin M (L; S" < S) j:s sarake (j = 1,...,n). Siispa

(435) L(Vj) = ZCLUV;, j = 1, ...y
=1

Huomautus 4.3.6. Kun matriisi M (L; S" < §) = [a,; ] € R™*™ miiritelldén ku-
ten 4.3.2:ssa, se siis toteuttaa kaavat 4.3.3, 4.3.4 ja 4.3.5. Kadantaen, mika tahansa
néistd kolmesta kaavasta kelpaa yksinkin matriisin M (L; S" < S) = [a;; | mééritel-
maéksi, silld niistd seuraa, ettd ko. matriisin sarakkeet ovat [L(v;)]s/, j =1,2,...,n,
eli paadytaan samaan matriisiin kuin 4.3.2:ssa.

Lause 4.3.7. Kuvaus L +— M (L;S" < S) on bijektio Lin(V, V') — R™*",
Todistus. Kadnteiskuvaus R™*" — Lin(V, V') saadaan kaavalla A — Cg ~toAoCl,
silla
M(Cs 1 oAoCg;8 «—8)=Cg 0(Cs toAoCs)oCs™!
=A, kun AeR™*", ja
Cs toM(L;8 — S)oCs=Cg to(CsoLoCs ')oCyq
=L, kun LeLin(V,V'). O
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Tarkastellaan lopuksi lausetta 4.3.7 erikoistapauksessa, jossa V = R™ ja V' =
R™. Olkoot F,, ja E, avaruuksien R™ ja R™ luonnolliset kannat. Selvasti 4.3.7:n
bijektio Lin(R™, R™) — R™*" [+ M(L; E,, <— E,), on 4.3.1:n bijektion A — L4
kaanteiskuvaus. Kun matriisi A € R™*™ samastetaan lineaarikuvauksen L 4 : R" —
R™ kanssa, saadaan kaavat

(4.3.8) A=M(Ly;E,, — E,) = M(A;E,, — E,).

Lineaarikuvauksen matriisin ominaisuuksia.
Olkoot V, V', ... aarellisulotteisia vektoriavaruuksia.

Lause 4.3.9. Jos S ja T ovat kaksi V :n kantaa, on M (idv;S «— T) = M (S <« T)
kannanvaihtomatriisi. Erityisesti M (idy; S <« S) = M(S «— S) = I,,.

Todistus. Koska ehto 4.3.3 maaraa lineaarikuvauksen matriisin yksikasitteisesti,
seuraa vaite siita, etta

M(idy; S «— T)[v]r = [idv (V)]s = [v]s = M(S «— T)[v]r ¥YveV. O

Lause 4.3.10. Olkoot L : V — V' ja L' : V' — V" lineaarisia, S V :n kanta, S’
V':n kanta ja S” V" kanta. Tdlloin

M(L'oL;S" «+ 8)=M(L';S" — S"YM(L; S" < S).

Todistus. Kuten edellisessakin lauseessa, vaite voidaan todistaa 4.3.3:n avulla:

(M(L'; 8" «— S"YM(L; S" — 9))[v]s

= M(L; 8" — §')(M(L; ' — 8)[v]s) “&° M(L'; 8" — §")[L(v)]s

4.3.3 4.
="

L'(L(W)]sr = (L' o L)(¥)]gn “2° M(L' 0 L; 8" — S)[v]s Vv eV. O

Askeinen tulos perustuu siis matriisien kertolaskun liitannaisyyteen.

Seuraus 4.3.11. a) Olkoon L : V — V' lineaarinen, S ja T kaksi V :n kantaa sekd
S" ja T' kaksi V':n kantaa. Silloin

M(LT' —T) = M(T — S')M(L: §' — S)M(S — T).
b) Olkoon L :V — V lineaarinen, ja S ja T kaksi V :n kantaa. Téllgin

M(L;T —T)=Q '*M(L;S « S)Q, missi Q= M(S«T).
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Todistus. a) 4.3.10:n nojalla on
M(L;T" «+ T) = M(idy> oL oidy;T" « T
= M(idy; T + S"YM(L; S" + S)M (idy; S < T)
= M(T" «— S"YM(L;S" — S)M(S « T).
b) on erikoistapaus (a)sta (V' =V, 8" =SjaT' =T). O
Olkoon L : V' — V' lineaarikuvaus, dim(V') = n, dim(V’) = m, S V:n kanta ja
S’ V':n kanta. Merkitadn A = M(L;S" — S) € R™*". Silloin A[v]s = [L(v)]g
kaikilla v € V. Siispa
veKer(L) <= [L(v)]ssr =0 <= A[v]s =0 <= [v]s € Null(4),
v =L(v)elm(L) < [V]s = [L(V)]sr < [V/]sr = A[v]s € Col(A).

On todistettu seuraava lause:

Lause 4.3.12. Cg : V = R" ja Cg : V' = R™ rajoittuvat isomorfismeiksi
Ker(L) = Null(4) ja Im(L) = Col(A). Erityisesti dimIm(L) = dimCol(A) =
rank(A4). O

Lause 4.3.13. L:V — V' on isomorfismi <= m =n ja M(L;S" — S) € R**"
on saannollinen. Talloin

M(L™ 8« 8= M(L; S« S)~ L.

Todistus. 7 = 7. QOlkoon L isomorfismi. Lauseen 4.2.14 mukaan on m = n.
Lauseesta 4.3.10 seuraa sitten, etta

M(L™Y 8« S)M(L; 8" — 8) = M(L™" 0 L; S  8) = M(idy; § « §) = I,

ja samoin M (L;S" «— S)M(L™%; S « §') = I,,.
7 <=7, Olkoonm=mnjaA=M(L;S" — S) € R"™ sddnnollinen. Lauseen 4.3.7
mukaan on olemassa yksikésitteinen lineaarikuvaus L’ : V' — V| jolla M (L'; S «—
Sy = A"t Nyt
M(L'oL;S — 8)*E° M(L'; 8 — §")M(L; S — S)
=ATA=1, = M(idy; S « 5),

joten 4.3.7:sta seuraa, etta L’ o L = idy. Samoin L o L’ = idy:. Néin ollen L on
isomorfismi ja L' = L=1. O
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Lineaarikuvauksen matriisin maarittaminen.

Olkoon S = (vi,...,v,) vektoriavaruuden V' kanta, S’ = (vi,...,v] ) vekto-
riavaruuden V' kanta, L : V — V' lineaarikuvaus ja X = [z;;] = M(L;S" «
S) € R™*™ L:n matriisi kantojen S ja S’ suhteen. 4.3.5:n mukaan matriisialkiot
x;; maaraytyvat yksikasitteisesti ehdoista

m
L(v;) = Z%’jvg, 7=1,...,n.
i=1

Kasittelemme seuraavassa erasta erikoistapausta, jossa alkioiden x;; méaritys pa-
lautuu erdiden lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen.

Laskumenetelma 4.3.14. Tarkastellaan lineaarikuvausta A : R — R™, v —
Av, missi A € R™*"™ on m X n-matriisi. Olkoon S = (vi,...,vy,) jokin R™:n
kanta ja S" = (vi,...,v],) jokin R™:n kanta. Muodostettava matriisi X = [z;;]| =
M(A; 8" < S).

Ratkaisu. Muodostetaan matriisi Mg = M (E,, — S') =[v] ... v/ ]eRm*™
kuten s. 61, missa F,, on R™:n luonnollinen kanta. Etsityn matriisin X j:s sarake
X;=[T1; T2j ... Tmyj ]T madraytyy yksikasitteisesti yhtaloryhmésta Mg x; =
Av;, jandmé n yhtaloryhméa (j = 1, ..., n) voidaan ratkaista yhdelld kertaa, koska
jokaisessa on kerroinmatriisina sama (sddnnoéllinen) matriisi Mg/. Kun nimittdin

m X (m + n)-matriisi

(Mg i+ Avy ... Av,]=[v] ... Vv, | Avi ... Av,]
muunnetaan alkeisrivitoimituksilla redusoituun porrasmuotoon, tuloksena on ker-
roinmatriisin sddnnollisyyden ansiosta tyyppid [I,, | B] oleva matriisi, ja tdssa
B=X. O
Esimerkki 4.3.15. Olkoon

|12 B 1 9 ]2 9
A—|:3 2:|, V1—|:_1:|ER, V2—|:3:|ER.
Muodostettava X = M(A;S < ), missd S = (v, va).
Ratkaisu.
1 2 1 -1 1 2(1]2 8
av= o ) ()= [0) e s 3] 18] <[]

[Vl V25AV1 AVQ] = [

—_

2 0 -1 8] [T 2 -1 8
311 12 051 0 20

L[t 2 -1 8] [t 0o -10
011! 0 4 0 1 0 4|
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Siis
-1 0
x=17 4
(Tuloksen saa tietysti suoraankin jos huomaa, ettd Avy = (—1)vy +0- vy ja

Avy = 0-vy+4vs; edellisesté yhtalosta saadaan X :n ensimmainen ja jalkimmaisesta
toinen sarake). [J

Havaitsemme, ettd 4.3.15:ssa matriisin A (eli lineaarikuvauksen v — Av) geo-
metrinen merkitys nédkyy helpommin matriisista X = M (A4; S < S): Kantavektorin
v suuntaiset vektorit kuvautuvat vastavektoreikseen ja vo:n suuntaiset vektorit ve-
nytetaan pituudeltaan nelinkertaisiksi.

Huomautus 4.3.16. 4.3.14:n tilanteessa on seurauksen 4.3.11 a) mukaan
X =M(S" + E,)M(A;E,, — E,)M(E,, — S) = Mg'AMs,

missé F,, on R™:m luonnollinen kanta ja Mg = M(E,, — S)=[v1 ... v,]. Et-
sitty matriisi X saadaan siis myos, kun muodostetaan kaanteismatriisi M 57,1 kuten
1.6.7:s84 ja lasketaan matriisitulo M 5T,IAM 5. Tama tapa on yleensa tyolaampi kuin
4.3.14:ssa esitetty.



