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1. Osoita Dirichlet ytimille identiteetti
∑N−1

k=0 Dk(x) =
(

sin(Nx/2)
sin(x/2)

)2

.

2. Olkoot FN , N ∈ N, Fejérin ytimet ja σNf(x) = FN ∗ f(x). Osoita, että

σNf(x) =
N−1∑

k=−N+1

(
1− |k|

N

)
f̂(k)eikx, x ∈ [−π, π].

3. Olkoot f(x) ja g(x) 2π-periodisia funktioita joille pätee f, g ∈ L1[−π, π].
Näytä, että

a) Jos f tai g on jatkuva, silloin konvoluutio f ∗ g on jatkuva.

b) Konvoluution Fourier kertoimet ̂(f ∗ g)(n) = f̂(n) ĝ(n), n ∈ N.

[b)-kohdassa voit käyttää Fubinin lausetta tai palauttaa tämän trigonometrisiin
polynomeihin.]

4. Olkoon f : R → C jatkuva ja 2π-periodinen. Jos f :n Fourier sarja
suppenee pisteessä x0 ∈ [−π, π], eli raja-arvo

a = lim
N→∞

SNf(x0)

on olemassa, näytä että silloin välttämättä a = f(x0).
[Vihje: Muista σNf(x0):n ominaisuudet.]

5. Asetetaan f(x) = |x|, kun −π ≤ x ≤ π. Määrää Fourier kertoimet f̂(n),
n ∈ N, ja osoita f :n Fourier sarjan avulla, että∑

n≥1,
n pariton

1

n2
=
π2
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