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1. Olkoon P (x) (2π-periodinen) trigonometrinen polynomi,

P (x) =
N∑

n=−N

ane
inx.

Osoita, että P :n potenssit P (x)k, k ∈ N, ja translaatiot Q(x) := P (x + a),
a ∈ R, ovat trigonometrisia polynomeja.

2. Osoita Eulerin kaavan avulla että∫ L

0

sin

(
kπx

L

)
sin
(nπx
L

)
dx =

L

2
δk,n (n, k ≥ 1)

3. a) Olkoon f : [−π, π]→ C integroituva funktio, jolle f(x) ∼
∑∞

n=−∞ f̂ (n)e
inx.

Osoita, että

f(x) ∼ a0 +
∞∑
n=1

an cos(nx) + bn sin(nx),

sopivilla kertoimilla an, bn. Määrää nämä.

b) Olkoon f kuten yllä. Jos f on parillinen, so. f(x) = f(−x), näytä,
että f̂ (n) = f̂ (−n) ja että f :n Fourier sarja on cosini-sarja.

c) Jos f on pariton, so. f(x) = −f(−x), näytä, että f̂ (n) = −f̂ (−n) ja
että f :n Fourier sarja on sini-sarja.

4. Tarkastellaan funktiota f : [−π, π] → C, f(x) = cos(x/2). Määrää

Fourier kertoimet f̂ (n), n ∈ Z.

5. Asetetaan f(x) = x (π − x), kun 0 ≤ x ≤ π. Jatka f(x) parittomaksi
2π-periodiseksi funktioksi f : R→ R, ja osoita, että silloin

f(x) ∼ 8

π

∑
k≥1,

k pariton

sin(kx)

k3


