MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Analyysi I

Kotitehtavit 3

26.9.2011 alkavalle viikolle

Ratkaisuehdotuksia (Vesa Piilola ja Jarno Lintusaari)

KOTITEHTAVAT

Olkoon (a,,) lukujono. Lukujonon raja-arvon mééritelmén mukaisesti (a,)
suppenee kohti lukua a € R, jos jokaista vapaavalintaista lukua ¢ > 0 kohti
voidaan maéritelld sellainen kynnysarvo n., ettd aina kun n > n. patee:

lan, —al < e.

Talloin merkitsemme lim,,_, oo a,, = a.

Todistaessamme raja-arvon olemassaoloa tahdomme arvioida lauseketta |a,, — a|
siten, ettd pddsemme tilanteeseen jossa vain nimittéjassé esiintyy luku n. Koska
lausekkeen pitad péated kynnysarvoa suuremmilla luvuilla n voimme arvioidessa
merkitd mistd luvun n arvosta alkaen arviointi on voimassa.

K1. Pateeko
. 3dn+2 3
lim = =7
n—oo 2n — 3 2

Pohdintaa: Jotta lukujono ‘;ZJ_F?,) suppenisi kohti lukua 3/2, tutkimme ero-
tusta ;’Zi‘g — %‘ Haluamme tehdé erotuksen mielivalaisen pieneksi kunhan n

on suurempi kuin jokin kynnys n. .

3n+2 3| _ [2B8n+2)-32n—-3)| _[6n+4-6n+9
on—3 2| 2(2n — 3) N 4n — 6
n>2

Nyt huomataan: % < € aina kun n > Z
Ratkaisu

Olkoon € > 0 nyt annettu. Voidaan siis valita n. > max{2, Z}, jolloin Vn >
ne patee ylla olevan arvion nojalla:

3n+2_§ B 14
2n—3 2| 4n—6 " 2n

13 <14_ < <T_.
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Siis
3n+2 3

I .
e 2n —3 2

K2. Pateeko

3n+2
li =07
e 902 — 3

Ratkaisu. Tutkitaan raja-arvon olemassaoloa lukujonon raja-arvon mééritel-
mén avulla:

3n+2
2n2 -3

2n?2—3 " 2n2—-n2 n2 n’

n22 3n+2 < 3n+n 4n 4

Olkoon nyt € > 0. Huomataan ettd 4/n < e, aina kun n > 4/e. Valitaan siis
luvuksi n, > max(4/e, 2), jolloin aina kun n > n. pétee

3n+2) 4 4 4
< —<—< - =%
2n? — 3 ’ ~n o ne % €
Siis véite péitee.
K3. Piteeko )
lim 22y
n—oo 2N — 3
Pohdintaa: Tarkastellaan jéilleen erotusta: |32’;:f32 —1]:
3n? 42 = 3n2+2-2n+3| [3n?—-2n+5
2n —3 B 2n —3 | 2n-3

n>2 3n2—2n+5>3n2—2n n(3n —2) 3n—2_3n—n
= = = =n.
2n —3 - 2n 2n 2 - 2

Ratkaisu
Siispé jos nyt valitaan € = 1 niin t&ll6in ei voida 16ytd4 raja-arvon maéritel-
Q.2
méissé vaadittua lukua ne, silld [32%2 — 1| > n > € aina kun n > 2.
K4. Piteeko
. 3dn+2 2
lim ==

n—oo 2n — 3 3

Ratkaisu. Tarkastelemalla annettua lauseketta, vaikuttaisi siltéd ettéd lukujo-
non raja-arvo olisi pikemminkin 3/2, kuin 2/3 (mik4 se onkin). Tamén voi ndhdéa
muun muassa siita, ettd lausekkeen vakiotermit menettavat merkitystdan luvun
n kasvaessa.



Vaitetadn siis, ettd tehtdvan véaite ei pade. Tama voidaan osoittaa siten, etté
arvioidaan raja-arvon maédritelmésta saatavaa lauseketta

3n+2_2

2 — 3 3‘:

6n—9 6n—9

9n—|—6—4n—|—6‘

5n—|—12’

alaspéin, eli pyritddn l0ytdmaéaédn jokin reaaliluku, jota isompi lausekkeen arvo
aina valttaméatta on, kunhan n on riittédvén iso. Talloin raja-arvon méaritelman
vaatimus, ettd edelld oleva lauseke saataisiin pienemmaéksi kuin mikd tahansa
€ > 0 kaikilla n > n., ei toteudu. Arvioidaan lauseketta alaspéin:

on + 12
6n—9

n>2 5n 4+ 12 S 5n 5

6n—9 — 6n 6

Jos nyt esimerkiksi valitsemme ¢ = 1/6, niin ndemme suoraan, ettd

on + 12 5 5
il IS .
6n—9 ’ Zon 67
K5. Osoita vaite
. n?+3
lim =0

todeksi.

Osoitetaan viite raja-arvon madritelmén perusteella. Haluamme jélleen teh-
.. 2 . . . . . . . .
d& erotuksen | 52{33 — 0| mielivaltaisen pieneksi kun n on suurempaa kuin jokin

kynnys ne.

Pohdintaa:
n%+3 _‘n2+3|n32 n%+3 "’? n?+3n?  4n? 1
5n3 — 3 T '5m3—3' T Bp3—3 ~ B3 —nd3  4nd3  n

Huomataan, etta % < ekun n > %

Ratkaisu
Olkoon € > 0 annettu. Voidaan valita n. > max{3,1}. T&lléin kaikilla n >
ne patee:

n?+3 m? 1 1 1
: o< ——<c—<1=
5n3 — 3 ’_4n3 n o ne 1 ‘
Siis )
m 23 o

n—oo Hnd — 3 o



K6. Osoita vaite

epatodeksi.

Ratkaisu. Huomataan, ettd véite on epétosi jo pelkdstdin raja-arvon yksi-
kiisitteisyyden nojalla (ks. edellinen tehtéva). Osoitetaan véite epatodeksi raja-
arvon madritelmén avulla seuraten tehtavan K4 kulkua.

n? 1‘ n2+35n2+3"5n3+n2+6 an>6 On® —n? — 6
5n3 — 3 5n3 — 3 5n3 — 3 5n3 — 3
>5n3—n3—n3737n37§
- 5n3 5n3 5

Nyt kun valitaan esimerkiksi ¢ = 1/5, niin ndhdédén suoraan etti

5n3 —3

1'2 L€

milldédn luvulla n > 6. Siis tehtdvan lukujonon raja-arvo ei ole luku 1.

*Arvio perustuu siihen, ettd kun n > 6, niin n2 + 6 < n2 +n < 4n3 +n3 = 503,
eli —5n3 +n2 +6 < 0.

K7. Oletetaan, ettd a < lim,, o x, < b. (Oletus sisaltéd tiedon, ettd tut-
kittava jono suppenee.) Osoita, ettd on olemassa sellainen K, ettd a < z,, < b
kaikilla n > K. Tamakin tehtéva on tarkoitus tehda kéyttéden suoraan lukujonon
raja-arvon méadritelmé&a.

Ratkaisu
Merkitaan lim,, o x, = C. (Néin voidaan tehdi koska oletuksen nojalla tie-
ddmme, ettéd lukujono suppenee.)

Huomataan, ettd a < C' < b. Olkoon nyt ¢ = min{b — C,C' — a} Nyt raja-
arvon méaéritelmén nojalla voidaan 16ytaé luku n., jolla |z, — C| < € kunhan
n > ne.

Valitsemalla K = n. nyt kaikilla n > K pétee

|2 — C| < e =min{b— C,C — a}.
Siten |z, —C|<b—-Cijalz, —C|<C—a

Hyo6dyntamalla itseisarvolemmaa saamme:
2 —Cl<b-C=-(b-C)<2, - C<b—C= —-b+2C <z, <D

Vastaavasti:



|z, —C|<C—-a= —(C—-a)<z,—-C<C—-a=a<xz, <2C —a.

Néma yhdistdmaélla saamme: a < z,, < b kun n > K = n,
Tamaé todistaa vaitteen.

K8. Oletetaan, ettd lukujono (z,,) suppenee. Oletetaan, etta kaikilla n on
Yn = (—1)"x,.

Osoita, ettd jono (y,) suppenee, jos lim, . z, = 0. Entd jos luovutaan tésti
oletuksesta?

Ratkaisu. Huomataan heti, ettd (—1)" = 1, kun n on parillinen ja (—1)"
= -1 kun n on pariton. Tarkasteltaessa nyt lukujonoa (y,) huomataan, etti se
voidaan esittdd myas muodossa

(yn) = —X1,T2, —TL3,T4y--..

Koska lukujono (z,) suppenee kohti lukua 0, eli sen kaikki termit 1dhenevit
lukua 0 luvun n kasvaessa, ndyttéisi silti, ettd myés (y,) suppenisi kohti lukua
0. Todistetaan tdmé lukujonon raja-arvon madritelmin avulla.

Olkoon € > 0. Koska (x,,) suppenee kohti lukua 0, on olemassa sellainen luku
Ng, ettd |z, — 0| < e kun n > n,. Olkoon nyt n > n,. Nyt péitee:

|(=1)"zn — 0] = [(=1)"zn| = [(=1)"||zn] = 1 % 2| = |7, — 0] <.

Siis jokaisella € > 0 pétee |(y,) — 0] < €, kun valitaan kynnysarvoksi jonon (z,,)
vastaava kynnysarvo, toisin sanoen ne = n.

Enté jos luovutaan oletuksesta, etti (x,,) suppenee nimenomaan kohti lukua
0?7 Té&ll6in (x,) suppenisi kohti jotakin lukua a € R\{0}. Tilannetta mietittdessa
jonon (y,) tulisi siis samanaikaisesti supeta sekd lukua —a, ettd lukua a koh-
ti, mikéd on ristiriidassa raja-arvon yksikasitteisyyden kanssa. Edelld mainittu
tilanne toteutuu, kun valitaan

(z,)=1,1,1,1...

jolloin
(yn) = 71, ]-7 713 1...

eikd jonolle (y;,) ole siis olemassa raja-arvoa (vertaa tehtéavd E6).



