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K1. Selvitd kurssin lauseiden avulla
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Tarkka perustelu!

Ratkaisu. Lause 5.4 auttaa kovasti. Lauseen perusteella vakiofunktion raja-
arvo on vakio itse, tulon raja-arvo on raja-arvojen tulo, summan raja-arvo
Oon raja-arvojen summa ja osamairan raja-arvo on raja-arvojen osamaara
(olettaen, ettei nimittdjd ole nolla). Néiden tietojen siivittiménd voimme
alkaa pureksia itse raja-arvoa. Toisaalta pidimme tunnettuna, ettéi
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K2. Funktio f toteuttaa kaikilla € R ehdon f(z) = (x — 1)|z — 1|. Onko f
derivoituva kohdassa x = 1?7 Tarkka perustelu!

Ratkaisu. Vaikka kuva ei todista matematiikassa mitdén, voi kuvaa kiyttaa
intuitionsa apuna. Tehtévan funktio ndyttaéd piirrettyni seuraavalta:
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Muotoillaan siis seuraava véite: Funktio f : R — R, f(z) = (z — 1)|x — 1],
on derivoituva pisteessd 1 ja f’(1) = 0. Todistetaan tdma.

Funktio f on derivoituva kohdassa 1 ja derivaatan arvo kyseisessd pis-
teessd on 0, mikili silld on olemassa erotusosamaéérin raja-arvo kohdassa 1
raja-arvon ollessa 0. Tutkitaan siis erotusosamédrin etdisyytta luvusta 0.

(x—=1)]z—=1]-0
r—1

=lz—1| <e

‘f(%‘)—f(l)

—0| =
r—1 ‘

(x—1)|x—1|—(1—1)|1—1|’:
r—1

Nyt voimme muotoilla varsinaisen todistuksen. Olkoon siis yllattden € >
0. Valitaan ¢ = ¢, jolloin aina kun 0 < |z — 1| < § pétee
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Derivaatan mééritelmén nojalla funktio f on siis derivoituva kohdassa 1 ja
derivaatan arvo on 0.

K3. Osoita, ettd on olemassa a € R, jolle kaikilla x € R pétee
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Tehtévissa ei ehkd kannata kiyttda derivaattaa.
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Ratkaisu. Méaéritellidn aluksi funktio f : R — R, jolla f(z) = ez#
Tiedetddn, ettd kaikilla x € R pitee —1 < sinx < 1, joten kaikilla z € R
patee myos
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Siis kaikilla x € R pétee
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Yhtésuuruus pétee tasmaélleen silloin, kun sinz =1 eli x = § £ 2nm, n € N,
Lisiksi palautetaan mieleen, etti kun < 0, niin 2 on vithenevi funktio.

Taméan perusteella % on kasvava funktio. Vastaavasti, kun x > 0, niin 22
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on kasvava funktio ja —% on viahenevé funktio.

Nyt voimme almttaa todistuksen. Funktio f on jatkuva ja maéaritelty kai-
killa x € R, joten erityisesti se on jatkuva suljetulla valilla [—37”, Z]. Weier-
strassin min-max-lauseen perusteella funktio f saa talla vélilld suurimman
arvon. Olkoon a E [—37”, 5] se piste, jossa funktio saa tdmén arvon.
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K4. Osoita, ettd kaikilla x €]0, 5[ pétee
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Ratkaisu. Tutkitaan aluksi funktiota f: [0, 7] — R, jolla f(z) = %2 + cos .

Huomataan, etta

f(z) = f(0) = (%2—|—cosx> - (%2 +COSO) :%2+cosx— 1,

joten tehtdvin viite on yhtéapitdva sen kanssa, etta
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f(z) — f(0) = E—{—Cosm—l > 0.

Tutkitaan seuraavaksi funktion f ensimmaéista ja toista derivaattaa. Huoma-
taan, ettd f'(z) = x —sinz ja f’(z) = 1 — cosx. Koska kaikilla x € R pétee
—1 < cosz < 1, kaikilla x € R pétee myos f”(z) = 1—cosx > 0, ja yhtasuu-
ruus pétee vain yksittéisissd pisteissd. Siis f’(z) on aidosti kasvava. Koska
liséiksi f'(0) = 0 —sin0 = 0, niin f'(z) > 0, kun z €0, 5|.

Funktio f on jatkuva vililld [0, 7] ja derivoituva vililld |0, 5[, joten voim-
me kiyttad viliarvolausetta talla valilla. Kaikilla véleilld |0, [, jossa z €]0, 5],
on olemassa sellainen &, ettd pitee

f(z) = £(0) = f(E)(z — 0) = f'(§)x
Koska z > 0 ja f'(x) > 0 kaikilla x €]0, 5[, pétee
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0 < fi(z = f(z) = f(0) = 5 +cosw — 1,

miké todistaa tehtdvan vaitteen.



