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Ratkaisuehdotuksia (Asko Linnakoski ja Esko Heinonen)

K1. Osoita, etta
lim (2n + 3) = co.

n—oQ

Ratkaisu: Maéritelmén nojalla lukujono kasvaa rajatta, jos jokaisella
M € R 16ytyy indeksi ny, siten, ettd x, > M, kun n > ny;. Osoitetaan, etta
tallainen indeksi 16ytyy.

Olkoon M > 0. Talloin kaikilla n > ny; = M on

2n+3>2n>n> M,
joten méaritelmén nojalla kyseinen lukujono kasvaa rajatta.

K2. Osoita funktion raja-arvon méiritelmin avulla, ettd lim,_,; 22 = 1.
Voidaanko tulos tulkita tietona erdén funktion jatkuvuudesta? Mink4 ja mis-
sé kohdassa?

Ratkaisu: Funktion raja-arvon méaritelmén nojalla funktiolla on raja-
arvo pisteesséa 1, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|22 — 1] < ¢,
kun 0 < |z — 1| < §. Kaytdnnossé jokaisella € taytyy 10ytad sopiva pieni véli,
joka ympéaroi lukua 1. Osoitetaan nyt, ettd téllainen vali 16ydetédén.
Oletetaan, ettd 0 < o < 2. Talloin |z + 1] < 3 ja
2% — 1] = |z + 1||x — 1| < 3|z — 1].
Nyt voimme méarata sopivan ehdon luvulle §. Olkoon € > 0 annettu. Valitaan

d = min{l,e/3} ja olkoon 0 < |z — 1] < d. Nyt 0 < x < 2, joten aikaisempi
arvio on voimassa, ja

|x2—1|<3|x—1|<35§3-§:€.



Jatkuvuuden maaritelmén nojalla funktion f raja-arvo pisteessi xg tay-
tyy olla sama kuin funktion f arvo pisteessi g eli lim, ., f(z) = f(zo).

Tiissii tehtiviissi funktiomme on z s 22 ja xg = 1. Koska f(1) = 1, niin
olemme itse asiassa osoittaneet, ettd funktio f on jatkuva pisteessé 1.

K3. Osoita, ettd 5" > 1 +4n, kunn =1,2,3,....

Ratkaisu: Palautetaan mieleen Bernoullin epédyhtdlo ja todistetaan se
induktiota kayttamalla.

Bernoullin epiayhtélé: Kun z € R ja x > —1, niin (1 +2)" > 1+ nx
kaikilla n € N.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettéd viite patee kun n = 1 (alkuaskel):
l+a)'>1+rel+ar>1+u,

joten viite pétee. Tehddan nyt induktio-oletus ja oletetaan, etté véite pétee
kun n = k. Osoitetaan tdmén jéilkeen, ettd viite piatee myos arvollan = k+1.

Kerrotaan induktio-oletus puolittain termilla 1+ x. Tamé voidaan tehd4,
silla 1 4+ x > 0 ja néin ollen epédyhtdlon suunta sailyy. Saadaan

(I4+2)"* ' > 1+ a4+ ke +ka?> 14 (k+1)z.

Siis viite pitee myo6s arvolla n = k + 1, joten induktioperiaatteen mukaan
viite patee kaikillan =1,2,3... O]

Nyt kirjoittamalla tehtavin viite muotoon
S">14+4dne (1+4)" > 1+4n

huomataan, ettéd kyseessd on Bernoullin epayhtilo arvolla x = 4, joka tiede-
taan todeksi.

K4. Osoita, etta
n? 42
im =

Ratkaisu: Muistetaan taas, ettd méaritelméan nojalla lukujono kasvaa
rajatta, jos jokaisella M € R I6ytyy indeksi ny; siten, ettd =, > M, kun
n > nys. Osoitetaan, ettd téllainen indeksi 16ytyy.



Olkoon M > 0. Talloin kaikilla n > 7M on

n?+ 2 n? n? n M
> > > =>—=M.
n+4~ 3n+4~ 3n+4n 7 7

Siis valitsemalla kynnysindeksiksi ny; = 7M péatee yllaoleva epéayhtélo kai-
killa n > nyy;.

K5. Selvita luvun e méaaritelman avulla

1
lim (14 —)".

n—o0o n

Tehtivissd saa kiyttad tietoa: jos x,, — a kun n — oo, niin /x,, — /a.

Ratkaisu: Luvun e méaaritelmé on

: 1.,

)
Kuten tehtévinannossa mainittiin, tutkitaan lukuja ((1 + 1/7n)")" =
(1 + 1/7n)™. Havaitaan, ettd jono (14 1/7n)™ on luvun e méérittelevin
(suppenevan) jonon osajono. Luentomonisteen lauseen 4.3 nojalla néiden jo-

nojen raja-arvot ovat samat. Siis

1 1
lim (1 4+ =)= lim (1+ —)" =
i (—i—n) i (—1—7) e

n—o00 n—o00 n
Nain ollen
1 7 1 7
]_ —\" = ]_ _—_\n\7 =
(1427 = (1 +2))
kun n — oo.

K6. Osoita funktion raja-arvon madritelméan avulla, etta

Vi-2 1

alclgzll r—4 4’

Voidaanko tulos tulkita tietyn funktion derivoituvuutena? Mink& ja missa
kohdassa?

Ratkaisu: Oletetaan x # 4 ja 3 < o < 5. Lédhdetéén tutkimaan erotusta:

3



\/5—2_1' _ AVz—2) x-4 ’:‘—x—l—él\/_—él‘
r—4 d(x—4) 4(x—4) 4(x —4)
e e
Wr-o(etd)|  |ya+2)
= —4(55_+42)2 < |z —4.

Olkoon ¢ > 0, valitaan § = min{1, e}, oletetaan 0 < |z — 4| < §. Talloin

Vr—2 1
— = 4] <s<
p—— 4<|x |<d<e

Kylld voidaan, nimittdin funktion f(z) = 1/ ja kohdassa xy = 4, silld funktio
on derivoituva kohdassa xg, jos erotusosamaérilld on raja-arvo kohdassa xg.

K7. Osoita, etté

n

lim — = oo.
n—oo N

Ratkaisu: Kéytetdin Bernoullin epédyhtélod: (1+x)™ > 14 nx ja olkoon
p € N. Tilloin saadaan

2% — (1+ 1) =((14+1))>> (1+p-1)2 = (1 + p)?

ja
221 (1 4 1) = 2((1+ 1)) > 2(1 4+ p-1)2 = 2(1 + p)?

Jakamalla ensimméinen epayhtilo luvulla 2p ja jalkimméinen luvulla 2p + 1
saadaan o2 ) ) o201 . )

_Z(er) ia Z(er)_

2p 2p 2p+1 2p+1
Naitd hyodynnetddn lukojonon jésenien arvioinnissa alhaalta ylospéin. Ol-
koon n € N. Nyt n on parillinen, n = 2p tai n on pariton, n = 2p + 1. Jos
n = 2p niin

2”_22P> (1+p)? p+2p+1 P
n 2p - 2 2p -2



Jos n =2p+ 1 niin

n 2417 " 2p+1 pl T 2 T2 T2

n 2p+1 2 2 2 1
2" 2 o tp) _(A+p” pH2ptl ptl pty

Néiden avulla voimme koota varsinaisen todistuksen. Olkoon M > 0 ja n >
4M. Kun n on parillinen, niin n = 2p ja taten p > 2M. Nyt on voimassa

on 2% 2M
n 2 2 2

Kun n on pariton, niin n = 2p + 1 ja titen p > 2M — 1/2. Nyt pétee

on 2w+l >p+§>2M—§+§:

M.

n  2p+17 2 2

K8. Oletetaan, ettd x,, — oo ja y, — a € R, kun n — oo.

(a) Oletetaan, ettd a > 0. Osoita, ettd z,y, — oo kun n — oco. Vihje:
Yn > 5 kun n on kyllin suuri. (Tulos ilmaistaan usein sdéntond aco = oo,
kun a > 0.)

(b) Oletetaan, ettd a < 0.Osoita, ettd x,y, — —oo kun n — oo. Tulos
ilmaistaan usein sédantonéd aoco = —oo, kun a < 0

(c) Onko saantoa 0oco = ...7

Ratkaisu: (a) Oletetaan, ettd a > 0 ja olkoon M > 0, M € R.
Olkoon € = a/2. Koska y,, — a, kun n — oo, niin on olemassa sellainen
K, € N, siten etta

a
|yn—a|<5:§,

kun n > K. Itseisarvolemmaa hyodyntamalla:

| |<a<:> ¢~ <% s oy <l
n— Q a S n — ’S a n a0
4 2 2 =Y 2 g S =7
kun n > Kj.
Koska z,, — 00, niin on olemassa sellainen Ky € N, siten ettd x, > 2M/a
kaikilla n > K5. Jos nyt n > max{K7, K5}, niin

2M
xnyn>_gzlu
a 2



Siis x,y, — oo kun n — oo.

(b) Oletetaan, ettd a < 0 ja olkoon M < 0, M € R.
Olkoon ¢ = —a/2. Koska y, — a, kun n — oo, niin on olemassa sellainen
K, € N, siten etta

| |<e=-2
n — = T3
Y 2
kun n > K. Itseisarvolemmaa hyodyntamalla
| | <e ¢ Yo < a<:>3a< <2
n — = 3 " n — a A a n )
Y 2 2 =Y 2 2 S =3
kun n > Kj.

Koska z,, — 00, niin on olemassa sellainen Ky € N, siten ettd x, > 2M/a
kaikilla n > K5. Jos nyt n > max{K7, K>}, niin

2M
$nyn<_'g:M
a 2

Siis x,y, — —oo kun n — oo.

(c) Valitettavasti tallaista sddntod ei ole olemassa.



