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Néissé harjoituksissa késitelldan funktion derivoituvuuteen liittyvid kysy-
myksid. Néissd harjoituksissa saa kayttdd kaikkia koulusta tuttujen funk-
tioiden kuten trigonometristen funktioiden jne. koulusta tuttuja ominaisuuk-
sia kuten jatkuvuutta ja derivointisa&ntoa.

KOTITEHTAVAT

K1. Maaritelladn f : R — R yhtélolla f(z) = x|z|. Millda x on olemas-
sa derivaatta f'(x)? Entd toinen derivaatta f”(x)? Entd kolmas derivaatta

f(@)?

Ratkaisu: Ensimmaéisen derivaatan kohdalle on kolme eri tapausta, x < 0,
r<0jax=0.

Kun x < 0, niin f(z) = z|z| = x(—z) = —2?, joten f'(z) = —2z = 2|z|.

Kun x > 0, niin f(z) = z|z| = xz = 22, joten f'(x) = 2z = 2|z|.

Kun x = 0, tutkitaan erotusosaméérin raja-arvoa. Tarkastelemalla funk-
tion f erotusosaméiriai kohdassa x = 0 saadaan:

flx) = f(0) x|z - 0[0]
x—0 B z—0
#lal
i

= |zl.
Tamén havainnon perusteella

f(z) — f(0)

= |z| = 0, kun z — 0,
x—0

tai siis f/(0) = 0 = 2/0].
Siis f'(x) = 2|z



Tutkitaan seuraavaksi toista derivaattaa, samoissa kolmessa eri tapauk-
sessa.

Kun z < 0, niin f'(z) = —2z, jolloin f"(z) = —2.

Kun z > 0, niin f'(z) = 2z, jolloin f"(z) = 2.

Kun z = 0, tutkitaan taas erotusosamééran raja-arvoa. Talla kertaa ero-
tusosaméadra voidaan kirjoittaa muotoon:

f'(x) = f(0) 2] = 2[0]

x—0 x
2|z|
- —
Nyt jos x ldhestyy nollaa vasemmalta, on |z| = —z, jolloin erotusosaméira
lahenee lukua -2, mutta jos x lihenee nollaa oikealta, on |x| = z, jolloin

erotusosamaara lahenee lukua 2. Eli:
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Toisin sanoen f”(0) ei ole olemassa.

Kolmatta derivaattaa f”(z) = f®(x) voidaan tutkia ainoastaan, kun
x # 0, silld kuvausta f” ei ole méaritelty nollassa.

Kun z < 0, on f”(x) = —2, jolloin f”(z) =0.

Kun z > 0, on f”(x) = 2, jolloin f"(z) = 0.

Kolmas derivaatta on siis vakiofunktio nolla aina, kun se on mddritelty,
eli kun x > 0 tai x < 0.

K2. Médritellidn f : R — R ehdolla f(z) = v/ kun z > 0 ja f(z) =
—+/—x kun x < 0. Missé f on derivoituva?

Ratkaisu. Tutkitaan kolmea eri tapausta x > 0, z < 0 ja z = 0.
Kun z > 0, kiddnteisfunktion derivointisidénnoilld saadaan f'(z) = Dy/z =

‘H

2

B

Kun z < 0, kyseessd on yhdistetty funktio, jossa ulkofunktiona on —y/x
ja sisdfunktiona —x. Derivaataksi saadaan télloin f'(x) = D(—+y/—x) =

—1 1
2\/_7(_1) ~ a2/




Tutkitaan erotusosaméiirin raja-arvoa, kun z — 07.

fla) = f0) _Va-v0 _ Vo _ 1
= =—=— >
x—0 x x NG
Koska oikeanpuoleista raja-arvoa ei ole olemassa, ei erotusosaméiran raja-
arvoakaan ole. Siis funktio f ei ole derivoituva nollassa.

Nain ollen funktio f on derivoituva, kun x # 0.

K3. Derivoi
(a) sin® 2%,
(b) 81112(s1n3 1:4)

c) /sin?(sin® z4) + 1.

Ratkaisu. Tama tehtéva on 1dhinné ketjusdédnnon hyodyntéamisté ja mekaanista
laskua, jossa tulee helposti huolimattomuusvirheita. Laskemiseen kannattaa
siis kiinnittdd paljon huomiota. Lisdksi kannattaa huomata, ettd edellisia
kohtia esiintyy sisdfunktioina seké (b)- ettd (c)-kohdissa.

(a) sin® 24 = (sin )™

D (sin :1:4)3 =

(b) sin®*(sin® z*) = (sin(sin® z* )2
D (sin(sin® x4))2 = 2 (sin(sin®2*)) (D sin(sin® z*))
y—kohta
—
2 (sin(sin® z*)) (cos(sin® z*)) (D sin® z*)

= 24 (sin(sin® z*)) (cos(sin® 2*)) (sin® z*) (cos z*)z®

c) y/sin®(sin® z4) + 1:
kohta
.92/, .3 1 -3 3,4
D\/sm (sin®zt) +1 = 5 ((sm (sin® 2* 2) (D sin®(sin® x ))
(sin(sin® z*)) (COS(Sln3 z1)) (sin® z*) (cos zt)a?

V/sin?(sin® 24) + 1




K4. Oletetaan, ettd f'(1) = 4. Selvitd raja-arvo

o ) 52k
a0 h '

Vihje: taydenna tutkittava lauseke muotoon, missé esiintyvét erotusosaméaran

muodo
t FO4R) =) L F0-2m) — ()
h J “2h
Ratkaisu:
fA+h)—fA=2n)  fO+h)—f1)+f(A)—f(1—2h)
h h
IR S 1) - 50 2h)
h h
_ A+ —-rA)  fA=2h)—fQ1)
h h
JA+h)—fQ@) ,  fA—2h)— f(1)
- h L
Nyt oletuksen nojalla f'(1) = 4, joten
o FAHR) =)
h—0 h
ja
i LA =20 — )

h—0 —2h ’
joten luentomonisteen lauseen 5.4 perusteella

Hm 2 —on

FUZ2 =) _ (1) (hm f(1—2h) - f(1)> .

h—0 h—0 —2h

Lopulta saadaan siis

f(1+h)— f(1—2h)

. o (AR = FQ)  fO=2h) = f(1)

i h _;133%< h : —2h >
o (AR =SNG f=20) = f(1)
=t () (2P
= 4+8=12.



K5. Tarkastellaan funktiota f :]0, 64[—]0, 12], jolle pétee f(z) = /x4«
kaikilla = €]0,64[. Miksi silld on aidosti kasvava (jatkuva) ja derivoituva
kédnteisfunktio ¢ :)0, 12[—]0, 64[? Maaritd ¢'(2).

Ratkaisu: Luentojen lauseen nojalla tiedetédn, ettd aidosti kasvavilla,
jatkuvilla, vélilla madritellyilla funktioilla on aidosti kasvava, jatkuva kdan-
teisfunktio. Lisdksi lauseen 7.4 perusteella kdédnteiskuvaus on derivoituva, jos
alkuperéinen funktio on derivoituva ja derivaatta eroaa kaikkialla nollasta.

Kuvaus f on helpointa nidhda jatkuvaksi, aidosti kasvavaksi funktiok-
si kahden juurifunktion summana, silld juurifunktiot ovat (ainakin valilla
[0, 00)) muotoa x — z" olevien funktioiden kddnteisfunktioita. Kyseiset potenssi-
funktiot tiedetédén aikaisemman perusteella aidosti kasvaviksi ja jatkuviksi.

Siis, funktiot = + z? ja x — z® ovat aidosti kasvavia vélilld [0, 00). Tél-
16in kummallekin funktiolle 16ytyy aidosti kasvava kdénteisfunktio, ja ndiden
kéadnteisfunktioden summa (1/z + /x) on aidosti kasvava, jatkuva vélilld
[0, 00). Siten erityisesti \/z + /x on jatkuva, aidosti kasvava vililla (0,64),
joten f on jatkuva, aidosti kasvava. Siten silld on jatkuva, aidosti kasvava
kéénteisfunktio g : f(0,64) — (0,64).

Tarkistetaan viel4, ettéd funktion f arvojoukko todella on (0, 12). TAmé os-
oitetaan helpoiten Bolzanon lauseen avulla. Huomataan, etta lim, o, f(z) =
0 ja lim, ,64— f(z) = 12. Koska f on aidosti kasvava, funktio ei saa missaan
arvoja suurempia kuin 12 tai pienempid kuin 0. Olkoon sitten y € (0,12);
tarkoituksena on osoittaa, ettd loytyy = € (0,64), jolle f(z) = y.

Valitaan ¢ = min{y, 64 — y}. Nyt 16ytyy luvut 6; > 0 ja dy > 0, joille
|f(z) = 0] <&, kun 0 < x < 201, ja |f(x) — 12| < e, kun 64 — 25, < = < 64.
Erityisesti siis f(d1) < y ja f(64 — d2) > y, joten Bolzanon lauseen nojalla
loytyy = € (01,64 — d3), jolle f(x) =y.

Siis kéénteiskuvaus on méadritelty tasan vélilla (0, 12).

Derivoituvuuden tarkastelu aloitetaan samaan tapaan potenssifunktioista.
Funktioiden

h1:(0,00) — (0,00), hy(x) =2* ja
ha: (0,00) — (0,00),  ha(x)

T
IE3

derivaattafunktiot ovat hj(z) = 2z ja hi(z) = 32? ja kummatkin siis eri-
tyisesti aidosti positiivisia méarittelyjoukossaan (0, 00). Siten niiden kéénte-
isfunktiot k' ja hy' ovat derivoituvia, kuten myoskin kisnteisfunktioiden
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summa ja siten myo6s funktio f. Lisdksi kaikkien derivaatat ovat annetulla
vélilla aidosti positiivisia. Siis f'(x) > 0 kaikilla z €]0, 64[, joten lauseen 7.4
nojalla funktio g on derivoituva, ja koska f(1) = v/1 + +/1 = 2, niin

1
fay
Taytyy siis vain laskea funktion f derivaatta kohdassa 1. Tata varten riit-

tad laskea edelld mainittujen potenssifunktioiden derivaatat kohdassa 1, silla
edelleen lauseen 7.4 avulla saadaan

9(2) =g (f(1) =

1 1

—1\/ o o o 1
W)= ) "

ja

Siis

jolloin saadaan

K6. Tarkastellaan funktiota f(x) = x?. Tulkitse yhtilo
(a+ h)? = a* + 2ah + h?

karakterisaatiolauseen avulla. Miké on téssd f(a), mika f'(a)h ja mikd he(h)?
Voidaanko funktion derivaatta kohdassa x = a ndhdé suoraan kyseisesté
vhtilosti?

Ratkaisu. Karakterisaatiolauseen mukaan funktio f on derivoituva pis-
teessd x aina ja vain kun funktion f lisdys voidaan kirjoittaa muotoon

f@+h) = f(z)+ fi(x)h +e(h)h,

missd e(h) — 0, kun A — 0.



Etsitddan tehtdvin yhtalostd karakterisaatiolauseen vastaavuudet. Huo-
mataan, ettd h — 0, kun h — 0, joten e(h)h = h?.Koska f(x) = z?, niin
fla+h) = (a+ h)?ja f(a) = a® Lisiksi f'(z) = 2z, joten f'(a)h = 2ah.
Lausekkeesta ndhddén siis suoraan, ettd f'(a) = 2a.

K7. Tarkastellaan funktiota f(z) = z°. Tulkitse yht#lo
(a+ h)® = a® + 5a*h + 10a*h* + 10a*h® + 5ah* + h°

karakterisaatiolauseen avulla. Miké on téssd f(a), mika f'(a)h ja mikd he(h)?
Voidaanko funktion derivaatta kohdassa x = a nidhdéd suoraan kyseisestd
yhtéalosta?

Ratkaisu. Etsitddn annetusta yhtalosta karakterisaatiolauseen yhtaloa vas-
taavat kohdat. Huomataan, ettd termissi f(z + h) ei pitéisi esiintyd lukua h
kertoimena ja termissé f(z) ei pitéisi olla lukua h laisinkaan. Termiksi f'(z)h
kelpaa jokin, jossa on kertoimena pelkké h ja viimein termiksi e(h)h kelpaa
jotain, jossa on luku A kertoimena, mieluiten korkeammassa potenssissa.

(a+h)°=_a® +5a*h+10a°h* + 10a*h® + 5ah” + h°
fa+h) fla)  f'(a)h ()

Karakterisaatiolauseen perusteella siis f(a) = 5a*.

K8. Oletetaan, ettd p > 0. Osoita, ettd yhtalolla z* + pax? +qr +7 =0
on enintién kaksi erisuurta reaalijuurta. Vihje: Merkitse yhtélon vasen puoli
= f(x). Osoita ensin toisen derivaatan avulla, ettd f’ on aidosti kasvava.
Sovella sitten Rollen lausetta yhtalon perdkkéisten juurten viélissa.

Ratkaisu. Toimitaan vihjeen mukaisesti. Olkoon siis:
f(x) =2" +pz® +qx +r.
Tutkitaan nyt funktion ensimméista ja toista derivaattaa:
f/(z) = 42° + 2px + ¢

fl@)=12a2 +p>0+p=p>0
>0

Nyt siis kaikilla = € R pétee, ettd f”(x) > 0, joten lauseen 8.6. perusteella
kuvaus f’ on aidosti kasvava. Koska f’ on aidosti kasvava, on silld enintain
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yksi nollakohta. Soveltamalla Rollen lausetta huomaamme, ettd mikéli luvut
a ja b ovat kuvauksen f nollakohtia, eli f(a) = f(b) = 0, niin Rollen lauseen
mukaan 16ytyy piste y €|a, b| siten, ettd f'(y) = 0.

Juuria voi siis olla kuvauksella f enintdén kaksi, silld mikéli 10ytyisivét
juuret a < b < ¢, niin derivaatalle 16ytyisi nollakohta seki valilta |a, b[ ettd
vélilta |b, ¢[. Tamé taas olisi ristiriidassa derivaattafunktion aidon kasvamisen
kanssa.



