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1. Olkoon Uα : α ∈ A joukkoperhe. Määritellään⋃
α∈A

Uα = {x : on olemassa α ∈ A siten, että x ∈ Uα}
⋂
α∈A

Uα = {x : kaikille α ∈ A x ∈ Uα}.

2. Olkoon A ⊂ R. Piste y ∈ R ∪ {∞,−∞} on A:n yläraja, jos kaikille x ∈ A y ≥ x. Piste z
on A:n alaraja, jos kaikille x ∈ A z ≤ x. Joukon A supremum, merk. supA on A:n pienin
yläraja, eli se on A:n yläraja ja jos w on A:n yläraja, niin supA ≤ w. inf A on A:n suurin
alaraja, eli se on A:n alaraja ja jos w on A:n aläraja, niin inf A ≥ w.

3. Joukko X on numeroituva, jos on olemassa injektio f : A → N. Tämä on yhtäpitävää
sen kanssa, että on olemassa surjektio f : N → A, eli toisin sanoin on olemassa numerointi
X = {x1, x2, . . .}. Jos joukko ei ole numeroituva, sanotaan sen olevan ylinumeroituva.

(a) Äärelliset joukot ovat numeroituvia

(b) Numeroituva yhdiste numeroituvia joukkoja on numeroituva, eli jos joukot A1, A2, . . .
ovat kaikki numeroituvia, niin

∞⋃
i=1

Ai

on numeroituva.

(c) Nk ja Qk ovat numeroituvia kaikille k ∈ N.

(d) [0, 1] on ylinumeroituva.

(e) Jos A on ääretön, niin sen potenssijoukko P (A) on ylinumeroituva.

4. Olk. A ⊂ Rn. Silloin A:n n-ulotteinen Lebesgue’n ulkomitta on m∗n(A) := inf{S(F) : F on
A:n Lebesgue:n peite}.

(a) F on A:n Lebesgue:n peite jos se on numeroituva perhe avoimia n-välejä, siten että

A ⊂
⋃
I∈F

I =
⋃
F

(b) S(F) =
∑
I∈F l(I), missä l(]a1, b1[× · · · × ]an, bn[) =

∏n
k=1(bk − ak).
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5. Ulkomitalla on seuraavat ominaisuudet

(a) m∗(∅) = 0

(b) Jos A ⊂ B niin m∗(A) ≤ m∗(B).

(c) m∗
(

n⋃
i=1

An

)
≤
∞∑
i=1

m∗(An).

6. E ⊂ Rn on mitallinen jos ∀A ⊂ Rn

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec),

joka on yhtäpitävä sen kanssa, että

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec),

koska toinen suunta seuraa subadditiivsuudesta (5(c) yllä).

(a) Jos E1, E2, . . . ovat mitallisia, seuraavat joukot ovat mitallisia

∞⋃
i=1

Ei,

∞⋂
i=1

Ei, Ei \ Ej , Eci .

(b) Jos m∗(A) = 0 niin A on mitallinen. Jos A on avoin tai suljettu niin se on mitallinen.

(c)

7. Funktio f : A→ Rm on mitallinen jos kaikilla avoimilla G ⊂ Rn

f−1G := {x : f(x) ∈ G} on mitallinen.

(a) Funktio f : A→ Ṙ (= R∪{∞,−∞}) on mitallinen jos kaikilla avoimilla G ⊂ R, alkukuva
f−1G on mitallinen, ja f−1{−∞} ja f−1{∞} ovat mitallisia.

(b) Tämä on yhtäpitävä seuraavien keskenään yhtäpitävien ehtojen kanssa:

i. ∀a ∈ R f−1([−∞, a]) on mitallinen,
ii. ∀a ∈ R f−1([−∞, a[) on mitallinen,
iii. ∀a ∈ R f−1([a,∞]) on mitallinen,
iv. ∀a ∈ R f−1(]a,∞]) on mitallinen.

(c) Jos f1, f2, . . . : A→ Ṙ ovat mitallisia, niin seuraavat funktiot ovat mitallisia

fi + fj (mikäli määritelty) fi · fj sup
i≥0

fi inf
i≤0

fi lim sup
i→∞

fi lim inf
i→∞

fi.

(d) Jos f : A→ B ⊂ Rk on mitallinen ja g : B → Rm on jatkuva niin g ◦ f on mitallinen.

(e) Jos f : A→ Ṙ(tai Rm), A =
⋃∞
i=1Bi ja f �Bi

on mitallinen kaikille i, niin f on mitallinen.

8. Sanotaan että ominaisuus P (x) pätee melkein kaikille (m.k.) x ∈ E jos on olemassa E′ ⊂ E
siten, että m(E \ E′) = 0 ja kaikille x ∈ E′ pätee ominaisuus P (x).
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• Esimerkiksi f = g : A → Ṙ melkein kaikialla (f m.k.
= g) jos on olemassa A′ ⊂ A siten,

että m∗(A \A′) = 0, ja f �A′= g �A′ .

9. Funktio f : Rn → f on yksinkertainen jos

(a) f on mitallinen.

(b) f ≥ 0

(c) f saa äärellisen monta arvoa.

10. Yksinkertaisen funktion normaali esitys on f =
∑k
i=1 aiχAi

missä Ai = f−1{ai} ja f :n
kuvajoukko on {a1, . . . , ak}. Tällöin Rn =

⋃k
i=1Ai ja Ai ∩Aj = ∅ aina kun i 6= j.

11. Yksinkertaisen funktion f yksinkertainen integraali on

I(f) :=

k∑
i=1

aim(Ai) I(f,E) := I(fχE). (E mitallinen)

(a) I(f + g) = I(f) + I(g)

(b) a > 0⇒ I(af) = aI(f)

(c) f ≤ g ⇒ I(f) ≤ I(g)
(d) E ⊂ F ⇒ I(f,E) ≤ I(f, F )
(e) m(E) = 0⇒ I(f,E) = 0

(f) Olkoon f ≥ 0 mitallinen funktio tällöin on olemassa kasvava jono yksinkertaisia funk-
tioita ϕi ↗ f .

12. Jos f ≥ 0 on mitallinen funktio määritellään

inf f := sup{I(ϕ) : ϕ ≤ f ja ϕ on yksinkertainen}
∫
E

f :=

∫
fχE (E mitallinen)

(a) f ≤ g ⇒
∫
E
f ≤

∫
E
g

(b) A ⊂ B ⇒
∫
A
f ≤

∫
B
f

(c) f(x) = 0 kaikille x ∈ E ⇒
∫
E
f = 0.

(d) m(E) = 0⇒
∫
E
f = 0

(e) 0 ≤ a <∞⇒
∫
E
af = a

∫
E
f .

(f)
∫
E
f + g =

∫
E
f +

∫
E
g.

(g) Jos E on rajoitettu ja f on Riemann integroituva yli E (ja tällöin rajoitettu), niin∫
E

f = Riemann
∫
E

f.

(h) Jos f ≥ 0 on mitallinen ja
∫
E
f = 0 niin f(x) = 0 m.k. x ∈ E.

(i) jos f(x) = g(k) m.k. x ∈ E niin
∫
E
f =

∫
E
g
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13. Olkoon f : A → Ṙ. f+(x) := max{f(x), 0} ja f−(x) := −min{0, f(x)}. f = f+ − f−

|f | = f++ f−. f on integroituva yli E ⊂ A jos se on mitallinen ja
∫
E
f+ <∞ ja

∫
E
f− <∞.

Tällöin ∫
E

f :=

∫
E

f+ −
∫
E

f−.

(a) f on integroituva yli E jos ja vain jos se on mitallinen ja
∫
E
|f | <∞.

(b) Jos f ja g ovat integroituvia, niin f + g on integroituva ja∫
E

f + g =

∫
E

f +

∫
E

g.

(c) Jos λ ∈ R ja f integroituva, niin λf on integroituva ja∫
E

λf = λ

∫
E

f.

(d) f ≤ g ⇒
∫
E
f ≤

∫
E
g.

(e) m(E) = 0⇒
∫
E
f = 0

(f) f(x) = g(x) m.k. x ∈ E ⇒
∫
E
f =

∫
E
g.

14. Konvergenssilauseet. Tällöin voidaan vaihtaa
∫

:n ja lim:n paikat:

(a) MKL (kasvava): Olkoot fi : A→ Ṙ ja 0 ≤ fi ≤ fi+1. Silloin∫
E

lim
i→∞

fi = lim
i→∞

∫
E

fi

(b) MKL (laskeva): Olkoot fi : A→ Ṙ ja ∞ > fi ≥ fi+1. Silloin∫
E

lim
i→∞

fi = lim
i→∞

∫
E

fi

(c) Fatou: Olkoot fi : A→ Ṙ, 0 ≤ fi. Silloin∫
E

lim inf
i→∞

fi ≤ lim inf
i→∞

∫
E

fi.

(d) DKL: Olkoot fi : A → Ṙ integroituvia ja g : A → Ṙ integroituva siten, että |fi| ≤ g
kaikilla i. Silloin jos tarvitut raja-arvot ovat olemassa, niin∫

E

lim
i→∞

fi = lim
i→∞

∫
E

fi.

(e) TRKL: olkoot fi : A→ Ṙ integroituvia ja on olemassa a ∈ R siten, että |fi| ≤ a kaikille
i. Silloin jos kyseiset raja-arvot ovat olemassa, niin∫

E

lim
i→∞

fi = lim
i→∞

∫
E

fi.
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