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Pyytéisin nyt néissa harjoituksissa harjoittelemaan selkedd ja tdsmaéllista
esitystekniikkaa — samanlaista mité toivon nikevéni tentissé. Annan
mieluummin anteeksi rehellisesti tunnustetun puutteen jos vastaus on muuten
kunnossa, kuin arvuuttelen johtuuko puute "laiskuudesta” vai virheesta.
("Laiskuus” ei valttdmétta ole pahe, mutta se vaikeuttaa tarkastajan tyota.)

Noudattakaa siis periaatteita: Jos osaan ratkaista tehtévin, osaan myos
ratkaista sen tasmaéllisesti. Ja toisinpédin: Jos ldhden ratkaisemaan tehtavaa
tasmallisesti, helpottaa se usein itse ratkaisun keksimistd. Ja viimeinen téarkes
vaihe joka usein unohtuu suorituskiireessé: kun saan tehtévin tehtya, ihailen
hetken lopputulosta!

Tehtdva 1 (6p) Harjoitusta joukko-operaatioihin ja mitallisuuteen:

A Oletetaan, ettd E on nollamittainen ja A sellainen joukko, ettd yhdiste
AU E on mitallinen. Osoita, ettd A on mitallinen.

B Oletetaan, etti joukon V reuna OV :=V NR"\ V on nollamittainen.
Osoita, ettd V' on mitallinen.

C Anna esimerkki mitallisesta joukosta, jonka reuna ei ole nollamittainen.
(B-kohdan ehto ei siis ole vdlttamdton mitallisuudelle.)

Tehtévd 2 (4p) 1. Olkoon X = {x1,22,...,21}, I' = P(X), ja
w(A) = #A/k missi #A on A:mn alkioiden lukumddrd. Osoita, ettd
kolmikko (X,T', u) on mitta avaruus.

2. Olkoot aj > 0 kaikille j € N, ja 37, aj = 1. Olkoon A C N.
Midritellddn p(A) :== 3 c 4 a;. Osoita, etti (N, P(N), ) on mitta
avaruus.

Tehtéva 3 (8p) Olkoon E C R™ Lebesgue mitallinen. Osoita, ettd tdlloin
A m(E) =inf{m(G) : E C G,G on avoin}

B m(E) = sup{m(F): F C E,F on kompakti}
(Vihje A ja B kohtiin: harjoitus 4. tehtdvd 3.)

C Osoita, ettdi A C R™ on mitallinen jos ja vain jos on olemassa mitalliset
C C A ja B siten, ettd A = C U B, missa C on numeroituva yhdiste
kompakteista joukoista (C' = J,cn Fn eli C on Borel-joukko), ja B on
nollamittainen (ei siis vdlttamdttd Borel). Tamd siis osoittaa, ettd
jokainen Lebesgque-mitallinen joukko on “melkein” Borel-joukko!

D Olkoon f:R™ — R jatkuva ja oletetaan, ettd se kuvaa nollamittaiset
joukot nollamittaisiksi. Osoita, ettd kuva f(E) on Lebesgue-mitallinen
kaikilla Lebesgue-mitallisilla E! (Vinkki: Kohta C ja esimerkin 1.42
"idea”.)



Tehtévd 4 (6p) Todista erittdin hyddyllinen Chebyshevin epiyhtdlo: Olkoon
f:R™ = [0, 00] mitallinen ja € > 0 ja 0 < p < co. Tdlloin patee arvio
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Tamd epiyhtdlo sanoo, ettd jos f:n integraali on “pient”, niin silloin se ei voi

saada suhteellisen suuria arvoja (”f > €”) kovin suuri-mittaisessa joukossa.

(Parametri p kannattaa aluksi laittaa ykkoseksi, jotta saa ideasta kiinni.

Todistus on lopuksi vain yhden rivin mittainen.)

Seuraavat kaksi tehtévaa kertovat milloin erddt analyysissa jatkuvasti vastaan
tuleavat operaatiot saa suorittaa.

Tehtdva 5 (6p) Olkoon f1, fa,... jono mitallisia (ei valttamdttd positiivisia)

funktioita siten, ettd
oo
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Osoita, ettd summa )y, fn(x) suppenee ddrelliseen arvoon m.k. x. Merkitddn
ndin saatua, m.k. madriteltyd, summafunktiota f:lld. Perustele miksi f on
mitallinen ja integroituva. Osoita vield, ettd pdtee
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Toisin sanoen, summan ja integroinnin jarjestystd voi vaihtaa. Tdmd on siis
tavallaan Bebbo-Levin yleistys.

Tehtévd 6 (6p) Olkoon f:R? — R mitallinen kahden muuttujan funktio.
Oletetaan, ettd jokaisella kiinnitetylld x, kuwvaus y — f(xz,y) on mitallinen ja
ettd on olemassa integroituva g : R — R siten, ettd |f(x,y)| < g(y) kaikilla x
ja y.

Osoita, ettd jos raja-arvo lim,_,,, f(z,y) on olemassa kaikilla y (raja-arvo
tietenkin riippuu y:std), niin silloin pitee
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Toisin sanoen, rajankdynnin ja integroinnin voi vaihtaa keskenddn.



