Mitta ja Integraali

Kesd 2013

6. tehtéavat

palautus ma 10.6.2013 klo 12.00

Ensimmaiset pari tehtévdd havainnollistavat, miten hyvin mitallisuus siilyy ja
toimii raja-arvojen kanssa. Tama ilmi6é — kuten luennoilla olen painottanut —
on pohjimmiltaan seurausta Lebesgue joukkojen numeroituvasta
additiivisuudesta.

Tehtdva 1 (6p) Olkoot fi, fa, ... jono mitallisia funktioita A — R, missd

A C R"™. Osoita, ettd joukko B ={x € A :lim;_, f;(z) on olemassa} on
maitallinen.

(Kdyti Lausetta 2.21 sekd lausetta 2.23. Todistus on noin kaksi rivid, jos sen
lyhyesti kirjoittaa.)

Tehtdva 2 (6p) Olkoon A C R”, mitallinen ja fj : A — R j € N, jono
mitallisia funktioita. Osoita, ettd joukot

Aj={z€A: fjt1(z) > fi(2)}

ovat mitallisia.
Osoita edellisen avulla, ettd joukko

{z € A: jono (fj(v));2; on kasvava}

on mitallinen.
(Jono f;(x) on kasvava pisteessd x jos fjy1(x) > f;(x) kaikilla j. Kddnnd
tamd “joukkojen kielelle”. )

Tehtdvid 3 (6p) Harjoitusta yksinkertaisten funktioiden kayttoon:
A (1p) Laske I(f), kun f = xo.
B (1p) Laske I(f), kun f = 1x[0,1) + 2X(1,v3 T X (Va2
C (1p) Osoita: (cosz)™ — 0, kun n — oo m.k. .
D (3p) Osoita: Jos f ja g ovat yksinkertaisia ja f = g m.k. x, niin I(f) = I(g).

Seuraavilla kahdella tehtévilla on kaksi tarkoitusta: osoittaa, ettd integrointi
on abstrakti prosessi joka tarvitsee vain mitta-avaruuden aksioomat. Toinen
tarkoitus on saada opiskelija opiskelemaan ndmé todistukset huolella.

Tehtéva 4 (6p) Lue lisdtieto sivun 47 alaosassa. Olkoon (X, T, i)
mitta-avaruus ja f : X — R on yksinkertainen. Osoita, ettd kuvaus
I's E— I(f,E) on mitta (t.s. todista lauseen 3.7 analogia). Kerro nyt
(muistamalla erds konvergenssilause), miksi tastd seuraa, ettd

I(fa UnENEn) = nlggo I(fa En)v (1)
missd By C Ey C ... on kasvava jono mitallisia joukkoja E,, € T'.



Tehtdva 5 (6p) Sama asetelma kuin edellisessd tehtdvissa. Todista
huolellisesti Lause 3.10 yleisessd mitta-avarvudessa (X, T, p).

Tehtéva 6 (6p) Lukutehtdvi: Lue lisitieto sivun 55 alaosassa. Todista sitten
monotonisen konvergenssin lause abstraktissa muodossa:

Olkoon (X,T, u) mitta-avaruus ja f, : X — [0,00] jono T'-mitallisia funktioita
siten, etta

1) 0< fi(z) < fa(z) < f3(z) < ... < o0 katkilla z € X.
2) fulx) = f(x), kun n — oo kaikilla z € X.

Talloin f on T-mitallinen (ei tarvitse todistaa) ja pitee
im [ fodp= [ fdu (2)

(Todistus on oleellisesti identtinen luentomonisteen version kanssa, joten sinun
ei tarvitse muuta kuin lukea se huolella ja kdyttid samoja menetelmid. Tamd
tehtdvd osoittaa jilleen, ettd integrointiteoria on abstrakti ja axiomaattinen
rakennelma.)



