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Kolmen ensimmaisen tehtdvin tarkoituksena on opettaa miten sekd mitallisia,
ettd ei-mitallisia joukkoja voidaan approksimoida avoimilla, suljetuilla tai
mitallisilla joukoilla.

Tehtdva 1 (6p) Olkoon A C R™. Osoita, ettd kaikilla m € N on olemassa
avoin joukko B, C R™ siten, ettd A C By, ja
1
m(Bp) <m*(A) + —.
(Bu) < m(4) + -
Osoita nyt dskeistd tietoa apuna kdyttien, ettd on olemassa mitallinen joukko
B C R" siten, ettd
ACB ja m(B)=m"(A)

(Alkuosassa riittdd tutkia ulkomitan ja Lebesguen peitteen madritelmdd.
Jalkiosassa otetaan numeroituva leikkaus...)

Tehtéva 2 (6p) Olkoon A nyt mitallinen joukko ja lisiksi m(A) < co. Osoita
tehtavda yksi apuna kdyttien, ettd kaikille € > 0 on olemassa avoin joukko B
siten, ettd A C B ja

m(B\ A) < e.

Tehtéva 3 (6p) Pudotetaan edellisen tehtdvin oletus m(A) < co. Olkoon
A C R™ wvain mitallinen. Merkataan A, = AN B(0,m). Olkoon By, avoin
siten ettid A, C By, ja olkoon B = U;ozl B,,. Osoita, ettd

B\AC | (Bn\ An).
m=1
Valitsemalla B, sopivasti osoita ettd kaikille € > 0 on olemassa B siten, ettd
m(B\ A) < e. Pddttele tistd komplementeilla, etti on olemassa myds suljettu
joukko C C A siten, ettd m(A\ C) < e.

Tehtévd 4 (6p) Harjoitusta sigma-algebran kdsitteeseen:

Olkoon X ylinumeroituva joukko. Mdadritellddn

I':={F C X : E on numeroituva, tai E° on numeroituva}. Mddritellidin
myds w(E) := 0 jos E on numeroituva ja u(E) := oo jos E° on numeroituva.
Osoita, ettd T' on sigma-algebra ja p on mitta.

Tehtévd 5 (6p) Todista monisteen Borel-Cantelli lemma (Huomautus 1.62):
Olkoon (X, T, ) mitta-avaruus ja A, € T, n € N. Jos pitee

Z w(Ay,) < oo, (1)
neN
niin silloin
p(limsup A,,) = 0. (2)
n

Vitmeinen tarkoittaa, ettd melkein kaikki pisteet x € X kuuluvat vain ddrellisen
moneen joukoista A,. Tamd tulos on elintdrked todenndkdoisyysteoriassa.



Tehtdva 6 (6p) Lukutehtivd: Lue mitallisista kuvauksia Lauseeseen 2.12 asti
ja vastaa kysymyksiin:

Lause 2.11 Perustele lyhyesti: Jos funktiot fi,... fn : A — R ovat mitallisia, niin
myads alffl + a2f§2 +...anfFn, a; € R on mitallinen?

Lause 2.12 Tarkista todistuksessa tarvittavat identiteetit B! = A\ E, ja
By = Njen Bat/;-



