Mitta ja Integraali

Kesd 2013

3. tehtéavit

palautus ke 29.5.2013 klo 18.00

Tehtidva 1 Osoita, ettd seuraavien joukkojen ulkomitta on nolla.
A (2p) Kiekko {(x,y,2z) € R®: 2z =0,2% +y* < R?}
B (2p) Littei taso {(z,y,2) € R3: 2 =0,z,y € R}.
C (2p) {(x,y,2) ER3: 2 € Q,x,y € R}

Tehtévd 2 (6p) Todista tamd kdytinnon arvioissa kitevd tulos.
Osoita, ettd jos A ja B ovat Lebesgue mitallisia, m(A) < oo ja A D B, niin
A\ B on Lebesgue mitallinen ja pdtee

m(A\ B) = m(A) —m(B) (1)

Tehtdvd 3 (6p) Soveltamalla samoja menetelmidc kuin viime tehtdvien
tehtdvissd 1 ja 2, osoita, ettd mikd tahansa R™:n avoin joukko A voidaan
esittdd numeroituvana yhdisteend avoimia n-vdleji. Toisin sanoen on
numeroituva joukkoperhe avoimia n-vdleji Q siten, ettd

Ur=4a
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Ndin ollen n-vilien mitallisuudesta seuraa, ettd avoimet joukot ovat mitallisia.
(Tamd on niin tdrked ja mielenkiintoinen ominaisuus, ettd sitd kannattaa
vahdn toistaa. Lisiksi se tarjoaa todistusteknisesti mainiota harjoitusta.)

Tehtévd 4 (6p) Olkoot A, B C R" mitallisia joukkoja, missdé m(B) = 0.
Olkoon E sellainen joukko, etti A\ B C E C AU B. Osoita, ettc E =C U D
missi C on mitallinen ja m*(D) = 0 ja tdten, ettd E on mitallinen.

Téstd seuraa, monotonisuuteen ja subadditiivisuuteen vedoten, ettd

m(E) =m(C).

(Vihje. Tehtivin oletukset yrittivat sanoa, ettd joukko E on "vain vihdn
suurempi kuin A\ B”. Tastd voi arvata, etti kannattaa lihted litkkeelle

valitsemalla C = A\ B.)

Tehtévd 5 (6p) Olkoot Ey, Es, ... kokoelma mitallisia joukkoja R™:ssd jolla
m(E; N E;) =0 aina kun i # j. Osoita, ettd on olemassa nollamittainen
joukko G =J;; Ei N Ej (eli m(G) = 0) ja mitalliset erilliset joukot F1, Fy, ...
(eli F; N F; =@ aina kun i # j) siten, ettd

i=1 i=1
Osoita tamdn avulla, ettd

oo

m(|J E) =Y m(E). (2)

1= =1

Nain ollen nollamittaiset paallekkdisyydet eivdt “hdiritse” taysadditiivisuutta.



Tehtévd 6 (3p) Olkoon f:R — R Lipschitz, eli on olemassa M € R siten,
etta

[f(z) = f(y)l < M|z —y| (z,y €R). 3)
Osoita, ettd 7f ei pysty venyttamadn joukon ulkomittaa ddrettomdasti”. Eli
tasmdllisemmin, osoita m(f(A)) < Mm(A) kaikilla A C R.

(Muista kaava (0.10). Huomaa myds: Jos I on vili, niin m(f(I)) < Mm(I).)
Tastd seuraa erikoistapauksena, ettd f kuvaa nollamittaiset nollamittaisiksi.

Tehtava 7 (3p) Osoita, ettd jos f : [a,b] — R on jatkuva (muttei endd
Lipschitz), niin graafi {(z, f(z)) € R? : x € [a,b]} on nollamittainen R?:n
osajoukko.

(Kdyti huomautusta 1.38 ja huomiota

{y, fW):yer—ex+e} Clr—ex+e X flr—ex+ €| missi
jalkimmdisen mitta menee nollaan kun € — 0.)



