Mitta ja Integraali

Kesd 2013

2. tehtéavat

palautus ma 27.5.2013 klo 12.00

Viimeisen tehtévén on tarkoitus tutustuttaa etukéteen tulevan viikon
aiheeseen. Siksi ndmé tehtévéit pitdd palauttaa ennen maanantain luentoa klo
12.00.

Tehtévd 1 (6p) Osoita ettd Q™ C R™ on numeroituva ja, ettd
X:={B(z,r): 2 € Q",r € Q",r > 0} on numeroituva kokoelma kuulia.

Tehtéva 2 (6p) Olkoon A C R™ avoin. Olkoon X kuten edellisessd
tehtdvdassa. Osoita, ettd

By :={BeX:BCA},

on numeroituva kokoelma kuulia ja, ettd

A= U B;
BeBy

siispd, mikd tahansa avoin joukko R™:ssd voidaan esittdd numeroituvana
yhdisteend avoimia kuulia.

Tehtévd 3 (6p) Olkoon A C R", ja F joukon A:n Lebesquen peite. Osoita,
ettd n-vdlien kokoelma

Fry={I+y;IcF}
on A+ y:n Lebesgue:n peite
Kayttamdlld edellistd tietoa osoita, ettd m)(A+y) =mk(A). (Tamd osoiltaa,
ettd tuleva Lebesguen mitta on translaatio-invariantti.)

Tehtévd 4 (6p) Olkoon B C R™ mikd tahansa joukko R™:ssd, ja
k >0,k € R. Mddritellian joukko kB olemaan

kB := {kx:x € B}.

Olkoon A C R™, ja F joukon A:n Lebesguen peite. Osoita, ettd n-vdlien
kokoelma

Fi. ={kI;I € F}
on kA:n Lebesgue:n peite.
Kayttimadlld edellistd tietoa osoita, ettd m?,(kA) = k"m} (A). (Tamdkin on
tarked ominaisuus tulevalle Lebesquen mitalle.)

Tehtdva 5 (6p) Osoita, ettd jos joukko A C R on numeroituva, niin
jokaisella € > 0 on olemassa Lebesguen peite F siten, ettd Y ;. m*(I) < e.
Tdma siis osoitltaa, ettd numeroituvan joukon ulkomitta (ja siten myds mitta,
kuten mychemmain ndhdddn) on 0.

Tulevan viikon tehtava.

Tehtévd 6 (6p) Lueksi luentomonistetta Lauseeseen 1.29 asti
(Lebesgue-mitallisten joukkojen peruslause). Selitd sitten lyhyesti omin
SANOIN (ei saa kdyttad symboleita) miki on Lemman 1.25, Lemman 1.28 ja
Lauseen 1.29 sanoma.)



