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Näillä tehtävillä voi korottaa laskuharjoituksista saatavien lisäpistei-
den määrää. Tarkemmin sanoen, nämä lasketaan osoittajaan muttei
nimittäjään lisäpisteitä laskettaessa.

1. Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus ja E ∈ Γ. Osoita, että
(a) ΓE = {A ∈ Γ: A ⊂ E} on σ-algebra E:ssä ja
(b) µ|ΓE on mitta E:ssä.

2. Olkoon X epätyhjä joukko. Määritellään µ∗ : P(X) → {0, 1} aset-
tamalla µ∗(∅) = 0 ja µ∗(A) = 1, jos A 6= ∅. Osoita, että µ∗ on
ulkomitta. Mitä ovat µ∗-mitalliset joukot?

3. Olkoot I = [0, 1]× [0, 1] ja f(x, y) = (x− y)/(x + y)3, kun (x, y) ∈
I \ {(0, 0)}, sekä f(0, 0) = 0. Laske integraalit∫ 1
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Onko f integroituva yli I:n?

4. Olkoon f : (0, 1)× (1,∞)→ R,

f(x, y) = e−xy − 2e−2xy.

Näytä, että∫ 1
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ja kommentoi Fubinia.

5. Määritellään jokaista A ⊂ Rn kohti joukko

Ã = {(x, y) ∈ Rn × Rn : x− y ∈ A}.
Osoita, että m2n(Ã) = 0, jos mn(A) = 0.

6. Osoita, että B ⊂ R on Borel-joukko, jos ja vain jos se on Borel-
joukko myös tasossa. Toisin sanoen,

BorR = {B ⊂ R : {(x, 0) : x ∈ B} ∈ BorR2}.
Onko Lebesgue-mitallisten joukkojen σ-algebroilla LebR ja LebR2

samanlainen yhteys?


