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Erilliskoe on 15.3 ja siihen on ilmoittauduttava viimeistään kymmenen
päivää ennen.

1. Anna esimerkki jonosta jatkuvia funktioita fi : [0, 1] → R, jolle
limi→∞ fi(x) = 0 kaikilla x ∈ [0, 1], mutta Riemannin integraalien∫ 1

0
fi(x) dx jonolla ei ole raja-arvoa.

2. Laske raja-arvo

lim
k→∞

∫ π

0

1√
x+ sink x

dx.

3. OlkoonEj ⊂ Rn, j ∈ N, jono mitallisia, erillisiä joukkoja ja f : Rn →
[0,+∞] mitallinen. Osoita, että∫

∪jEj

f =
∞∑
j=1

∫
Ej

f.

4. [”Laskeva MKL (monotonisen konvergenssin lause)”]
Olkoot fj : E → Rmitallisia funktioita siten, että f1 ≥ f2 ≥ · · · ≥ 0.
Todista: Jos

∫
E
f1 <∞, niin∫

E

lim
j→∞

fj = lim
j→∞

∫
E

fj.

5. Olkoon

fn(x) =
1 + e−n|x|

1 + x2
, x ∈ R, n ∈ N.

Laske

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

fn(x) dx.

6. Oletetaan, että E ⊂ Rn on mitallinen ja f : E → [0,+∞] on mital-
linen funktio, jolle

∫
E
f <∞. Asetetaan

Ej = {x ∈ E : f(x) > j}, j ∈ N.
Osoita, että

lim
j→∞

j ·m(Ej) = 0.


