YO Lyhyt Matematiikka, kevat 2017

Tehtava 11. Maakellarin sisaldmpotila vaihtelee hitaasti vuodenaikojen mukaan.
Alin lampotila 2°C saavutetaan helmi-maaliskuun vaihteessa, ja ylin lampétila 8°C'
saavutetaan elo-syyskuun vaihteessa. Oletetaan, ettd lampotilan vaihtelua voidaan
kuvata sinikdyralld. Méarita sellaiset parametrien A, B, ¢ ja ty arvot, ettd lampotila
T saadaan kaavalla

T =A+ Bsin(c(t+to)),

kun ajan ¢ yksikkona on kuukausi. Tehtavassa kaikki kuukaudet voidaan olettaa
yhta pitkiksi.

Ratkaisu ja kommentit

Kiinnostuin tehtavasté, silld usein tyypillisessa parametrien maarittdminen funk-
tiolle -tehtévissd, funktiot ovat joko muotoa y = ax + b tai vy = ax® + bx + c,
ja maaritettavia parametrejakaan usein ei ole kuin 1 tai 2. Téssa tehtavassa on
poikkeavasti sinifunktio, jonka ominaisuudet ovatkin ratkaisussa olennaisin apuva-
line parametrien maarittamiseen. Lisdksi tehtavassa on peréti 4 lahtotilanteessa
tuntematonta vakiota.

Sinifunktion ominaisuudet:
e Funktion arvojen vaihteluvali [—1, 1], erityisesti pienin ja suurin arvo
e Funktion jaksollisuus, ja jakson pituus 27

Jos tuntee arvot, joita sinifunktio voi saada, padsee hyvin kiinni vakioihin A ja B.
Selkeésti funktio 7" (¢) saa suurimmat arvonsa, kun Bsin (¢ (t + o)) saa suurimmat
arvonsa (vastaavasti myos pienimmét). Nyt B voidaan valita joko positiiviseksi tai
negatiiviseksi (kuitenkin selkedsti B # 0), joista molemmat tuottavat vaihtoehtoisen
ratkaisun tehtavalle.

Jos esimerkiksi valitaan, ettd B > 0, tiedetdén, ettd 7' (¢) saa suurimman
arvonsa, kun sinifunktio saa arvon 1, ja vastaavasti pienimmén, kun sinifunktio



saa arvon —1. Nyt saadaan yhtalopari:

8=A+DB-1
2=A+B-(-1),
josta edelleen ratkaisuiksi:
A=5
B =3.

Parametri ¢ saadaan sinifunktion jaksollisuuden avulla. Lampétila on jaksollinen
siten, ettd yhden jakson pituus on 12 kk. Koska sinifunktion jakson pituus on 27,
saadaan

c(t+to+12) =c(t+ty) + 2m,

josta edelleen ratkaisemalla saadaan ¢ = %. Viimeisend parametri ¢, saadaan
tiedosta, milloin funktion tulisi saada suurimmat ja pienimmét arvonsa. Jos valitaan
t olemaan aika kuukausina vuoden alusta (¢ > 0), saa funktio pienimmén arvonsa
(eli vuoden alin lampdétila) kun ¢ = 2, josta saadaan yhtalo:

sin (g 2+ t0)> =1
% (2+1ty) = —g + 27,

missa n € Z. Edelleen ratkaisemalla saadaan, ettd tg = —5 + 12n, josta parametri

to voidaan valita milld tahansa n € Z. Esimerkiksi siis sopivaksi funktioksi 7" (¢)
saadaan

T(t) = 5+ 3sin (g (t—5))

Jos oltaisiin valittu aluksi B < 0, ratkaisu olisi muotoa
e
T(t) = 5 — 3sin (6 (t+t0)> ,

missa tg = 1+ 12n,n € Z.



Tehtéavan ratkaisuun olennaisesti tarvitaan seuraavien kurssien tietoja:

MABI1 Lausekkeet ja yhtalot

e ongelmien muotoileminen yhtaloiksi

e ratkaisujen tulkinta ja arvioiminen

MABS8 Matemaattisia malleja III

e muotoa f (z) = Asin (bx) olevien funktioiden kuvaajat jaksollisten ilmi6iden
mallintajana

Tehtava selvasti on melko haastava, ja varmasti olisi tasoltaan sopiva myos pitkaan
matematiikkaan. Jos tehtéva olisi suunnattu uuden opetussuunnitelman kéayneille,
olisi se lilan vaikea, silla trigonometristen funktioiden kasittelyd vahennetaén
lyhyessa matematiikassa.

Kuitenkin tykkaan tehtdvan luonteesta. Se on sidottu lyhyelle matematiikalle
tyypilliseen tapaan kdytantoon, ja ratkaisu vaatii monipuolista ymmarrysta sini-
funktion kéyttaytymisestd. Tehtavd on mielestédni varsin sopiva noin loppupéaéin
tehtavaksi.



Tarkastus

Graafisilla apuvilineilld voi tarkastella saadun funktion kuvaajaa, ja ndyttaako se
sopivalta tehtdvanannon suhteen:

02 5 81012 15 20 25
}

Liséksi, ratkaisun vélivaiheissakin voi miettia saatujen tuloksien mielekkyytta,
ja tarkastella funktion toimivuutta sijoittamalla sinne eri arvoja.
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