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Kevat 2017
Harjoitus 7

Tehtavista keskustellaan keskiviikon tapaamisessa 23.3.
Ratkaisujen laatijat laittavat ratkaisuehdotuksensa Moodleen viimeistaén tiistaina 22.3.
ja korjatut ratkaisuehdotukset viimeistdan tiistaina 30.3.

Kurssin kokonaiskuva

70.

Listaa kurssin keskeisimmét késitteet kayttden apuna oppimistavoitteita, kurssi-
materiaalia ja tehtavia. Tee késitteista kaavio, jonka avulla kuvaat ja selitat ka-
sitteiden vélisia yhteyksié.

Kunnat ja kuntalaajennokset

Seuraavissa tehtavissa merkitadn Zs = Fy kuten kunnista puhuttaessa yleensé on tapa-

na.

71.

72

73.

74.

75.

76.

(a) Keksi jokin renkaan Fy[X] jaoton polynomi, jonka aste on kaksi. Merkitdan
tatd polynomia tasta lahtien symbolilla p.

(b) Osoita, etta kaikki tekijarenkaan Fo[X]/ (p) alkiot voi kirjoittaa muodossa
q + (p), missé deg(q) < 2.

(c) Maarita tekijarenkaan Fy[X]/ (p) alkiot.

(d) Maarita renkaan Fo[X]/ (p) yhteen- ja kertolaskutaulut.

(e) Etsi jokin juuri polynomille p renkaasta Fo[X]/ (p).
Jatkoa edelliseen tehtévidn. Merkitddn K = Fo[ X]/ (p).

(a) Osoita, etté tekijarengas K on kunta. (Neuvo: Todistuksessa ei ole tarkoitus

kéyttad kunnan mééritelmad eikd muitakaan mééritelmia.)

(b) Ajatellaan kuntaa K vektoriavaruutena, jonka kerroinkunta on Fy. Miki on
tdman vektoriavaruuden dimensio? Kayta dimension méaritelméa.

(c) Maarité laajennoksen K /Fq aste kdyttden asteen maaritelméa.

(a) Maaritd laajennoksen R/Q alirengas Q[v/2] seké alilaajennos Q(1/2). Sieven-
né joukkoja niin pitkalle kuin mahdollista.

(b) Miké on laajennoksen Q(v/2)/Q aste?

Osoita, ettd Q(v/2) ja Q(v/3) ovat isomorfisia Q-vektoriavaruuksina, mutta eivit
kuntina.

Maérité laajennoksen C/Q alirengas Q[v/2,4]. Sievenné joukkoa niin pitkélle kuin
osaat.

Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoot a,b € L. Osoita, ettd K (a,b) = K(a)(b).



Lisaa tehtavia

Valitse naista tehtavista kaksi. Kolmannen voit jattda ylimaaraiseksi tehtavaksi.
77. Onko rengas Z[v/5i] Eukleideen alue?

78. Tarkastellaan polynomien f = X* — 1 ja ¢ = X? + X virittdmii ideaalia polyno-
mirenkaassa Z[X].

(a) Etsi h € Z[X], jolle pétee (h) = (f, g).
(b) Osoita, etté tekijarenkaassa Z[X]/(f, g) on alkio a, jolle pétee a* = —1.

79. Tutkitaan Q-modulia R. Osoita, ettd joukko {2/ | n € N,n > 1} on vapaa.
Padttele tasté, ettd R ei ole kunnan Q aérellinen laajennos.



