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Harjoitus 4

Tehtavista keskustellaan torstain tapaamisessa 17.2.
Ratkaisujen laatijat laittavat ratkaisuehdotuksensa Moodleen viimeistaan kes-
kiviikkona 16.2. ja korjatut ratkaisuehdotukset viimeistaan keskiviikkon 23.2.

Vapaiden modulien universaalisuusominaisuus

39. (a) Kuinka monta lineaarikuvausta 7': R®* — R? on olemassa, joille pitee
7(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (—1,1) ja T'(1,1,1) = (0,0)? Maarita
kuvausten kaavat. (Kéytd apuna lineaarialgebran kurssilta tuttuja
tuloksia.)

(b) Tutustu vapaiden modulien universaalisuusominaisuuteen. Miten se
liittyy (a)-kohtaan?

(c¢) Tutkitaan Q-moduleita @,y Q ja R. Keksi Q-lineaarinen kuvaus
o PienQ — R, jolle pétee ¢(e;) = —17 ja ¢(e2) = 3. Maarita
universaalisuusominaisuuden avulla kaikki QQ-lineaariset kuvaukset,
joille annetut ehdot patevit.

(d) Etsi universaalisuusominaisuuden avulla isomorfismi vektoriavaruuk-
sien

W ={(2a—4b, ¢, a+b+c)|ab,cecR}CR?
ja
U ={2az’+ (3b—c)z+c|a,bceR} CPs
valille.
Tensoritulo

40. Tassa esimerkissa tutustutaan skalaarien laajennukseen, joka on yksi ten-

soritulon sovelluksista. Tutustu tehtdvaa tehdessasi esimerkkiin 3.15.

Olkoon R renkaan S alirengas. Oletetaan, ettd M on R-moduli. Kuten
esimerkissd mainitaan, modulissa Mg = S®gr M on mahdollista mééaritell&
renkaan S skalaarikertolasku kaavalla

a. (ZZ: s ®mi> = (as;) ® my,

%

missd a € S ja > ; s; ® m; on modulin Mg mielivaltainen alkio.



(a) Tarkista, ettd Z? ei ole Q-moduli, jos skalaarikertolasku mééaritellain
luonollisella tavalla. millddn luonnollisella tavalla.

(b) Ryhmasta Z* voidaan muodostaa tensoritulon avulla Q-moduli Z¢, =
Q ®z Z*. Méarité seuraavat modulin Zg alkiot:

oL D
i) 5.(3@(—5,9,0, 1) i) —5.(3@9(—5,9,0,1)+(—4)®(—1,—1,2,2))
(c) Osoita, ettd Mg =S ®g M on S-moduli

(d) Osoita tensoritulon universaalisuusominaisuuden nojalla, ettd Q ®
7™ = Q™. Voit tarvittaessa katsoa tdhén tehtavian apua tehtévapa-
perin lopusta. (Bijektiivisyyden osoittaminen voi olla aika sotkuista,
joten ratkaisuehdotuksen tekijat voivat halutessaan jattda siita pa-
himmat kohdat véliin.)

41. Todista lauseen 3.14 kohta iv).

Algebrat

42. Selvita itsellesi, mité algebrat ovat. Yhdista se aiemmin oppimiesi algebral-
listen rakenteiden méaritelmiin. Miten voisit osata algebran méaritelméan
ilman, ettd sinun tarvitsee opetella sen yksityiskohtia ulkoa?

43. Harjoituksessa 3 tutustuttiin vapaaseen moduliin C*53). Jatketaan sen tut-
kimista. Kyseisessd modulissa voidaan mééaritella bilineaarinen kertolasku,
joka on kannan vektoreilla tasmélleen sama kuin permutaatioryhméan Sj
kertolasku. Tama kertolasku tekee modulista C*3) algebran.

Merkitadan o = (132), 7 = (12) ja p = (123). Maaritd bilineaarisuuteen
nojautuen seuraavat tulot:

(a) o(r+p) (b) (40)(—5p) (¢) (3o +ir)(ic —271)

44. (a) Merkitdén

Osoita, ettd joukko
K= {CL()I + CLlA + CLQB + a3C’ | Qp, a1, A9, a3 € (C}

on R-algebran C?*? alialgebra.



(b) Tutustu esimerkissa 4.9 esiteltyyn kvaternioalgebraan
H = {ao + a1i + azj + ask | ap, a1, az, a3 € R}.

Voit hypéta kyseiseen esimerkkiin ilman, etta luet kaikkea sité edel-
tavaa teoriaa.

Halutaan mééritelld modulihomomorfismi f: H — C?*2, jolle pétee

f) =1, f@i)=A f(U)=B, [f(k)=C.

Mistéa tiedetdédn, ettd tallainen modulihomomorfismi on olemassa?
(Vinkki: Taté ei ole tarkoitus osoittaa modulihomorfismin maéritel-
méin nojautuen.)

(c) Osoita, ettd f on algebrahomomorfismi.

(d) Osoita, etta algebrat K ja H ovat isomorfisia.
45. Todista lauseen 4.5 kohta ii).
Lisaa tehtavia
46. Muotoile ja todista ryhmien homomorfialausetta vastaava tulos moduleille.

47. Todista lauseen 3.14 kohta iii). (Vihje: Tarvitset suoran summan univer-
saalisuusominaisuutta.)

48. Oletetaan, ettd A on R-moduli, ja f: A — A on R-modulihomomorfismi,
jolle patee f o f = f. Osoita, ettd téalloin

A =Ker(f) @ Im(f).

Apu tehtavaian 40 Aloita osoittamalla, ettd kuvaus

f:QxZ™—=Q", (q,(a1,...,am)) = (qay,...,qan)

on bilineaarinen. Kayta sen jalkeen tensoritulon universaalisuusominaisuutta.



