Algebra I1
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2017
Harjoitus 2

Tehtavista keskustellaan torstain tapaamisessa 3.2.
Ratkaisujen laatijat laittavat ratkaisuehdotuksensa Moodleen viimeistaén keskiviikkona 2.2.
Homomorfismit

15. Tutkitaan ryhmdhomomorfismia f: Z — S;, f(k) = (1423)F.

(a) Ryhmalld Z on normaali aliryhmé 3Z. Onko mahdollista méaritelld kuvaus
f:7/37 — S,

chdolla f(k + 37Z) = f(k)? (Téssé ei ole tarkoitus kiyttda mitdin kurssimateriaalin tulosta,
vaan miettia kuvauksen méaaritelmaa.)

(b) Ryhmaélla Z on normaali aliryhmé 8Z. Onko mahdollista méadritelld kuvaus
f:2/87 — S,

ehdolla f(k + 8Z) = f(k)? (Tdssi ei ole tarkoitus kiyttdd mitdan kurssimateriaalin tulosta,
vaan miettid kuvauksen mééritelméa. )

(c) Miten a- ja b-kohta liittyvat ekvivalenssirelaatioihin sekéd ekvivalenssirelaatioiden kanssa yh-
teensopiviin kuvauksiin?

(d) Millainen normaalin aliryhmén N on oltava, jotta olisi mahdollista méaritelld homomorfismi
f:ZJN — S,
ehdolla f(k+ N) = f(k)?

16. Tutustu Moodlesta loytyvédan itseselittdmisen strategiaan. Lue sen jialkeen homomorfismien hajot-
tamista kasitteleva lause 1.13 seka lauseen todistus kayttaen itseselittdmisen strategiaa.

17. Kayta tassa tehtdvassa mahdollisimman paljon valmiita tuloksia aiemmilta algebran kursseilta.

(a) Osoita, ettd jokaisella n € {2,3,...} on olemassa ryhmén (Q/Z,+) aliryhmé& H siten, etté
H = 7,. Tee taméa kéyttden ryhmien homomorfialausetta.

(b) Osoita, ettd ryhméllda Q/Z ei ole ryhmén (Z, +) kanssa isomorfista aliryhméé.

(c) Osoita, ettd ryhmélla R/Z on ryhmén (Z, +) kanssa isomorfinen aliryhma.

18. Osoita, ettd on olemassa ryhmahomomorfismi f: Z,, — Z,, f([x],) = [x]m, jos ja vain jos m | n.
Tee tama kayttamaélla lausetta 1.15.
Vektoriavaruudet

Voit kerrata lineaarialgebran kasitteita ja tuloksia tarpeen mukaan kurssien Lineaarialgebra ja matriisi-
laskenta I ja II kurssimonisteista.



19. Tutkitaan vektoriavaruuden R?*2 vektoreita
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Virittavitko vekorit avaruuden R**2? Onko niiden muodostama jono vapaa? Muodostavatko ne
avaruuden R?*? kannan?

20. Etsi isomorfismi vektoriavaruuksien
W ={(2a—4b, ¢, a+b+c)|ab,ceR} CR?
ja
U={2a2®+(3b—c)z+c|a,bceR}CPs
valille tai osoita, etta se ei ole mahdollista.

21. Kertaa vektoriavaruuden méaritelmé. Kirjoita se uudelleen kayttamalla algebran kursseilta tuttuja
kasitteita.

Modulit

22. Tutkitaan ryhmén Sg alkiota o = (15463) ja sen virittdméé aliryhmad H = (o). Oletetaan, et-
td ryhmassa H on méaritelty renkaan Z skalaarikertolasku, joka tekee H:sta Z-modulin. Maérita
seuraavat ryhman H alkiot. Kéyta perusteluissasi modulin méaritelméa 2.1.

(a) lo (b) 2.0 (¢) 3.0 (d) 0.0 (e) (=1).o

23. Oletetaan, ettd M on Z-moduli. Osoita, etta talloin skalaarikertolasku maééaritelldan kaavalla k.x =
kx kaikilla k € Z ja x € M. (Téssd kx on monikerta.)

24. (a) Tutkitaan ryhmén Z osajoukkoa S = {4,8, —6}. Maarita osajoukon S virittamé aliryhmé (S).
(Lisatehtavé: Oletetaan, ettd S = {ay,aq,...,a} C Z. Maarita (5).)
(b) Olkoon M moduli, jolla on alimodulit A ja B. Osoita, ettd A+ B = (AU B). (Téassa (AU B)
on joukon AU B virittdmé aliryhma.)
25. (a) Onko Z3** vapaa Zs-moduli?
(b) Onko (a)-kohdan moduli vektoriavaruus?

Lisaa tehtavia
26. Olkoot M, G ja n kuten alaluvussa 1.3. Oletetaan lisdksi, ettd H on vaihdannainen ryhma ja f: M —
H monoidihomomorfismi.
Osoita, ettd on olemassa ryhméahomomorfismi g: G — H, jolle pitee f = gon.
27. Oletetaan, ettd M on vaihdannainen ryhmaé, jonka kertaluku on n. Osoita, ettda M on Z, moduli,
kun skalaarikertolasku maééritellaan kaavalla [k],.m = km kaikilla [k],, € Z, ja m € M. (Muista

osoittaa, etté skalaarikertolaskun voi ylipadtdan maéritelld edella mainitulla tavalla eli etta se on
kuvaus Z, x M — M.)

28. Osoita, etta jokainen rationaaliluku voidaan ilmaista summana
",
i=0 pf o
jossa osoittajat ovat kokonaislukuja ja nimittajat alkulukujen potensseja.

Tama tehtdva on osa luentomateriaalin esimerkkia 2.4.



