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Moodle-sivulle.

Tehtävät 2-4 liittyvät luentomonisteen esimerkkeihin sivuilla 13 - 16.

1. Olkoon X1, X2, . . . satunnaisvektoreista koostuva jono, joka on martingaalidifferenssi
informaatiojoukon Fi suhteen. Merkitään Mn =

∑n
i=1Xi ja oletetaan, että X1 = 0.

Todista kurssimonisteen sivulla 12 mainittu tulos

Cov(Mn) =
n∑

i=1

Cov(Xi).

Vihje: Cov(X) = E [(X − E(X))(X − E(X))′]

2. Tarkastellaan autoregressiivistä AR(1)-mallia, kun y = (y1, y2, . . . , yn) on havain-
tovektori ja θ = (φ, σ2) on parametrivektori. Oletetaan luentomonisteen esimerkin
tapaan, että y0 on tunnettu vakio. Osoita, että yhteistiheysfunktio voidaan kirjoittaa
muodossa

fY (y; θ) = (2πσ2)−n/2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − φyi−1)2
}
.

Vihje: Merkitään Y n = (Y1, . . . , Yn). Etene induktiolla n:n suhteen. Jos fY n−1

on jo löydetty, esitä Y n = (Y n−1, Yn) lineaarisena muunnoksena sv:sta (Y n−1, εn),
jossa Y n−1 ⊥⊥ εn (tämän muunnoksen Jacobin determinantti on 1). Palauta mieleen
todennäköisyyslaskennasta ytf:n muunnoskaava.

3. Muodosta edellisessä tehtävässä tarkastellulle mallille log-uskottavuusfunktio, pis-
temääräfunktio ja havaittu informaatiomatriisi. Ovatko parametrivektorin kompo-
nentit ortogonaalisia?

4. Olkoon

Yi = Ziβi + εi, i = 1, . . . , N,

missä Zj on (nj × p)-ulotteinen (tunnettu) selittäjämatriisi, ε1, . . . , εN riippumatto-
mia, εi ∼ Nnj (0, σ

2Inj ), σ
2 > 0. Oletetaan nyt, että p-ulotteiset kerroinvektorit βj

ovat satunnaisia ja niille pätee oletukset

i) βi ∼ N(β,Σ) kaikilla i = 1, 2, . . .

ii) βi ⊥⊥ βj kaikilla i 6= j

iii) (β1, . . . , βN ) ⊥⊥ (ε1, . . . , εN ).

Johda satunnaisvektorin Y = (y1, y2, . . . , yN ) yhteistiheysfunktio.

Vihje: Mikä on Ziβi:n jakauma?


