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Moodle-sivulle.

1. Olkoon Z,X1, X2, . . . reaaliarvoisia satunnaismuuttujia. Osoita käyttämättä kurssin
lauseita: Jos Xn → Z stokastisesti kun n→∞, niin Xn → Z jakauman mielessä.

2. Jatkoa edelliseen tehtävään. Osoita: Jos a ∈ R vakio ja Xn → a jakauman mie-
lessä kun n→∞, niin Xn → a stokastisesti.

3. Merkitään vektorin normia ‖x‖ =
√
x21 + x22 + . . .+ x2k, missä x ∈ Rk. Todista

ekvivalenssi

Xn
p→ X ⇔ ‖Xn −X‖

p→ 0,

kun Xn on jono satunnaisvektoreita (k × 1) ja X satunnaisvektori (k × 1). Huom:

Vertaa luentomonisteen määritelmä: Xn
p→ X jos Xn,i

p→ Xi kaikilla i = 1, . . . , k.

4. Olkoon parametriavaruus Θ ⊂ R avoin väli, θ ∈ Θ parametri ja θ0 sen ”todellinen”
arvo. Olkoon θ̂n jokin parametrin θ asymptoottisesti normaalinen estimaattori, jolle
pätee

√
n(θ̃n − θ0)

d→ N(0, σ2(θ0)),

missä σ2(θ0) on parametrista θ riippuva (tuntematon) positiivinen reaaliluku. Os-

oita, että θ̃n on tarkentuva, eli θ̃n
p→ θ0. Vihje: Kurssimonisteen seuraus 1.1 ja

edeltävät tehtävät.

5. Jatkoa edelliseen tehtävään: Todista luentomonisteessa esitetty delta-menetelmä:
Jos h : Θ 7→ R on jatkuvasti derivoituva funktio ja h′(θ0) 6= 0, niin muunnoksen
h(θ0) estimaattorille h(θ̂) pätee

√
n(h(θ̂n)− h(θ0))

d→ N(0, [h′(θ0)]
2σ2(θ0)).

Vihje: Luentomonisteen huomiot sekä väliarvolause: h(θ̂n)−h(θ0) = h′(θ∗n)(θ̂n− θ0)
jollakin θ∗0, joka on θ̂n:n ja θ0:n välissä.


