Mitta ja integraali, talvi 2016
Hytonen / Hénninen
5. laskuharjoitukset (késitelladn ke 17.2. ja pe 19.2.)

1. Olkoon .# joukon (2 o-algebra ja u: % — [0, 00] mitta. M&&ritellddn uusi joukkokokoelma
F ={Ac 2(Q): on olemassa joukot E,F € ., joilla E C AC F ja u(F\ E) =0}

ja joukkofunktio i : .# — [0,00] siten etti fi(A) := u(F) kun F on sellainen joukko kuin
Z 1 méadritelméssd. Osoita:

(a) Z on g-algebra.
(b) @ on hyvin mééritelty (ts. i(A) ei riipu F'n valinnasta) mitta.

2. Mitta-avaruutta (2, %, u) sanotaan tdydelliseksi (complete), jos .7 sisiltdd kaikki nollamit-
taisten joukkojen osajoukot, ts. jos E € %, u(E) =0 ja F C E, niin my6s F € Z.

(a) Osoita, etti edellisessé tehtivissia méadritelty mitta-avaruus (2,.%, i) on tiydellinen.
(Sitd sanotaan alkuperéisen mitta-avaruuden (2,.%, ) tdydellistymdksi (completion).)

(b) Anna esimerkki mitta-avaruudesta, joka ei ole tiydellinen ja mairita sen tiaydellistymaé.
(Vihje: Tama ei ole vaikea. Esimerkki onnistuu valitsemalla sopiva o-algebra ja mitta
kolmen pisteen avaruudelle 2 = {1,2,3}.)

3. Olkoon f, jono mitallisia funktioita. Osoita kummassakin kohdassa, ettd kaksi annettua
viitettd ovat keskenddn yhtapitéavia:

(a) "kaikilla n pétee, ettéd |f,| < g melkein kaikkialla” ja
“melkein kaikkialla pétee, etta | f,,| < g kaikilla n”,

(b) "kaikilla n patee, ettd f,, < fn+1 melkein kaikkialla” ja
“melkein kaikkialla pétee, ettd f, < f,41 kaikilla n”.

Kirjoita ensin huolellisesti auki, mita kukin véite tarkoittaa nollamittaisten joukkojen avulla.

4. Todista tdrkeiden suppenemislauseiden “melkein kaikkialla” -versiot, ts. oletus ”f,, — f”
voidaan kummassakin korvata oletuksella ” f,, — f melkein kaikkialla”, ja liséksi

(a) dominoidun suppenemisen lauseessa oletus ”|f,,| < ¢” voidaan korvata edellisen tehté-
vian a-kohdan ehdolla,

b lllOIlOt()nlseIl Suppenemlsen lauseessa Ole‘us n < n+1 Voldaall kOI Vata edelhsell te}l—
— +

(Vihje: Todista ensin, etté jos kaksi mitallista funktiota hi, he ovat samat m.k., niin myos
niiden integraalit ovat samat, ja méaarittele apufunktiot f/, jotka toteuttavat alkuperiisten
suppenemislauseiden oletukset ja f/ = f, m.k.)

5. Olkoon f : Q — R? on integroituva funktio. Téssé tehtéivissa kiydasn lapi vield yksi muun-
nelma mahdollisuudesta méaéritelld integraali fﬂ fdu. Todista seuraavat viittdméat kaytta-
milld pelkiistidn positiivisten funktioiden ja toisaalta yksinkertaisten Re-arvoisten funktioi-
den integrointiteoriaa, mutta ei siis yleisten R%arvoisten funktioiden integraalia:

(a) On olemassa jono yksinkertaisia funktioita s, : Q — R?, joilla ||s,, — f||z2 — 0. (Huo-
maa, ettdi L'-normin méiiritelmi kiyttdi vain positiivisten funktioiden integraalia.)
(Vihje: Erés téllainen jono on jo rakennettu monisteessa, vaikka ylliolevaa suppene-
mistulosta ei olekaan todettu aivan tdssid muodossa.)

(b) Jos s, on miké tahansa edellisen kohdan mukainen jono, niin integraalit fQ Sp dp muo-
dostavat Cauchyn jonon. (Huomaa, etté téssd kisitellddn vain yksinkertaisten funktioi-
den integraaleja.)



(c) Jos méaritellddn [, fdu := lim, o [, Sn dp, niin raja-arvo ei riipu valitusta jonosta
Sn, kunhan se on edellisten kohtien mukainen.

6. Olkoon f : (a,b) X © — R kahden muuttujan funktio. Oletetaan:
e Kaikilla ¢ € (a,b) funktio x — f(¢,x) on integroituva.

0
e Kaikilla x € Q funktio ¢t — f(¢,z) on derivoituva. Merkitdén sen derivaattaa 8—{(33, t).

(Osittaisderivaatta ¢:n suhteen. Jos merkinta on uusi, 4l4 pelésty: se on vain merkinté.)

0
e Funktio z — sup |—f(t,x)| on integroituva.
te(a,b) ot

Osoita seuraava hyodyllinen derivaatan ja integraalin vaihtosaénto:

G | o = [ Zeoau),

Tarkemmin: Osoita, ettd nailld oletuksilla funktio t — [, f(t,z)du(z) on derivoituva, ja
sen derivaatta toteuttaa ylla olevan yhtalon. (Vihje: Derivaatan mééritelmé ja véliarvolause.
Muista, ettd raja-arvo h — 0 voidaan yhtépitévésti laskea tutkimalla raja-arvoja kullakin
jonolla h,, — 0.)



