MITTA JA INTEGRAALI, KEVAT 2016:
ERILLISKOE KESATENTISSA 11.8.2016:
ESIMERKKIRATKAISUT, VERSIO 2

Kev&illa 2016 kurssin luennoi Tuomas Hytonen ja laskuharjoituksia piti Timo
Hénninen. Erilliskokeen on laatinut Tuomas Hytonen, ja sen on arvostellut ja esi-
merkkiratkaisut laatinut Timo Hénninen.

Huomaa: Namaéi ratkaisut eivit ole kokeen pisteytysperuste! Niami rat-
kaisut on laadittu vain ja ainoastaan oppimisen tueksi.

Tehtdva 1. Olkoon (Q,.%,u) mitta-avaruus ja f, : @ - R mitallinen funktio
kaikilla n = 1,2, ... Osoita, ettd joukko

{x €Q: jono (fn(ﬂc)):;1 on kasvava ja ylh##ltd rajoitettu}
on mitallinen.

Ratkaisu. Ratkaisun idea: Muistetaan, ettd mitallisuus séilyy numeroituvissa joukko-
operaatioissa (leikkaus, yhdiste, komplementti). Pyritéén siis kirjoittamaan tarkas-
teltava joukko numeroituvien joukko-operaatioiden avulla joukoista, joiden mitalli-
suus on oletusten nojalla selvaa.

Olkoon (9,.%, ) mitta-avaruus ja f, : - R mitallinen funktio kaikilla n =
1,2,.... Olkoon z € €.

Huomataan, ettid jono ( fn(:v))::)=1 on kasvava tésmilleen silloin, kun f,(x) <
fre1(z) kaikilla n =1,2,.... Joukkomerkinngilli témé ilmaistaan kirjoittamalla

{x €: jono (fn(x)):;l on kasvava} ={zeQ: fu(z) < frn(z)}.
n=1

Huomataan, ettd jono ( fn(x))zozl on rajoitettu tdsmaélleen silloin, kun jollakin

k=1,2,...pitee f(x) <k kaikillan = 1,2,.... Joukkomerkinngilli tdmé ilmaistaan

kirjoittamalla

{x €: jono (fn(ar;))::1 on rajoitettu} = G

8

{reQ: f.(x) <k}

ko
=

n=1

Kaikkiaan ollaan saatu, etti

{a: € jono (fn(x));o=1 on kasvava ja ylha#lta rajoitettu}

= rojl{l‘Ean(J?) an_,,l(q;)}m D ﬁ{xGan(x) Skﬁ}

k=1n=1
Muistetaan mitallisen reaaliarvoisen funktion méaritelmaé:

Miiaritelmi. Olkoon (2, F) mitallinen avaruus. Funktio f: Q — R on mitallinen,
jos ja vain jos joukko {x € Q: f(z) > a} on mitallinen kaikilla a € R.

Huomataan, etta



e Koska mitallisen funktion méaéritelmésta seuraa, ettd mitallisten funktioi-
den erotus on mitallinen, niin erotusfunktio f, — f,+1 on mitallinen. Mi-
tallisen funktion mééritelmén nojalla joukko {z € Q : f,(z) — fus1 > 0}
on mitallinen. Koska mitallisuus siilyy numeroituvissa joukko-operaatioissa
(leikkaus, yhdiste, komplementti), niin my6s joukko {z € Q: f,,(z) = frns1 <
0} ={zeQ: fr(x) - fn+1 > 0}° on mitallinen.

e Mitallisen funktion méiritelmén nojalla joukko {z € Q: f,(z) > k} on mi-
tallinen. Koska mitallisuus séilyy numeroituvissa joukko-operaatioissa (leik-
kaus, yhdiste, komplementti), niin joukko {z € Q : f,(z) <k} = {z € Q:
fn(x) > k}€ on myds mitallinen.

o Edellisten kohtien nojalla myos joukko

Fjl{x €0 f0(2) < fonr(2)) mg 61{x €Q: fu(x) < k)

on mitallinen, koska se saadaan mitallisista joukoista numeroituvilla joukko-
operaatioilla.

Huomautus. Olkoon € €. Analyysin peruskurssien nojalla tiedetdin, ettd jos lu-
kujono f,(z) on kasvava ja rajoitettu, niin on olemassa raja-arvo lim, . fr(x).
Téten

{x €Q: jono (fn(m)):;l on kasvava ja ylha#lté rajoitettu}
c {x € Q) : on olemassa raja-arvo lim f,(z)}
n—o0o

Huomaa, etté sisdltyvyys voi kuitenkin olla aito, joilloin joukot ovat eri joukkoja
ja siksi niiden mitallisuuskin voi olla eri. Esimerkiksi funktioiden f, : Q2 - R, joille
fr(w) = (—1)"% kaikilla w € €, tapauksessa joukot ovat erit:

o= {x € Q: jono (fn(:c)):)=1 on kasvava ja ylhailté rajoitettu}
Q= {aj € ) : on olemassa raja-arvo 7}1_1}010 fn(x)}.
Huomautus. Joukon
A= {x € ) : on olemassa raja-arvo T%I_ILIO fn (x)}

osoittamisessa mitalliseksi (miké ei siis edellisen huomautuksen nojalla riité tehtévin
ratkaisuksi) on oltava tarkkana, mikéli halutaan vedota mitallisuuden siilymiseen
rajankdynnissé - tésté lisdd ratkaisujen lopussa.

Tehtava 2. Vertaile lausekkeita
1 1
lim nz" dx ja / lim nz" dx.
n—oo O 0 n—o0o

Selité, miksi niiden ero ei ole ristiriidassa kolmen suppenemislauseen (monotoninen,
dominoitu ja Fatou) kanssa.

Ratkaisu. Lasketaan ensin lausekkeiden arvo. Differentiaalilaskennan peruslauseen
nojalla

1 x=1 1 1
lim nz"dzr = lim n " o lim

2™ = lim =1
n—o0 Jo n—oo lz=0m + 1 nooom+1 mnoool 4

n



Olkoon z € (0,1). Huomaa, ettd tilldin Inz < 0. Eksponenttifunktion Taylorin
kehitelméan nojalla

n n 1
nz" = nemem = ; < T <5 T .
emain = 14 Inzfn+ iz -n2+... " L+ |Inzln+ J|nzPn
Siten
) n |0 josO<x<l,
lim nz™ = )
n—>oco oo josx=1,
joten

1

lim nz™ dz = 0.
0 mn—oo

Siis vertailtavat lausekkeet ovat erisuuret. Todetaan seuraavaksi, etti tdmé ei ole
ristiriidassa kolmen suppenemislauseen kanssa.

“Ristiriidaton monotonisen konvergenssin lauseen kanssa”’. Kerrataan monoto-
nisen konvergenssin lause:

Lause (Monotonisen suppenemisen lause). Olkoon (2, F, 1) mitta-avaruus. Olkoot
fn 1 Q= [0, 00] mitallisia funktioita. Oletetaan, etti jono f, on kasvava. Tdlldin

lim [ f,du= f lim f, dg.

Huomautus. Soveltamalla monotonisen suppenemisen lausetta apufunktioihin g, :=
f1 — fn saadaan monotonisen lauseen laskeva versio: Oletetaan, ettd jono f, on
laskeva ja f1 on integroituva. TallSin lim,, e [ frdp = [ limy e fr dpt.

Edelld todettiin, ettd lauseen seuraus ei pdde funktioille f,(x) = nx™, joten
ristiriidattomuuden toteamiseksi on osoitettava, ettd lauseen oletus ei myoskadn
péade. Osoitetaan, ettd funktiojono f,, ei ole monotoninen (ei laskeva eikéd nouseva).

Olkoon n = 1,2,.... Tarkastellaan, missé pisteissd x € [0,1] aidon kasvavuuden
vaatima epayhtilo

fn(@) < fri1(2)
pitee. Nidhdidn, ettd se pétee tismilleen silloin, kun z > = =1 - % Vastaavasti,
k#danteinen epayhtalo
fn(@) > frs ()
pitee tésmiéilleen silloin, kun z < 25 =1~ % Néin ollen milladn n = 1,2, ... ei péde,
ettd
fn(2) < fri1(z)  kaikilla 2 € [0,1]
eikd
fn(x) > fri1(z)  kaikilla 2 € [0,1],
joten funktiojono f,, ei ole monotoninen.

“Ristiriidaton dominoidun konvergenssin lauseen kanssa”. Kerrataan dominoi-

dun konvergenssin lause:

Lause (Dominoidun suppenemisen lause). Olkoon (2, F, u) mitta-avaruus. Olkoot
fn : Q = [0,00] mitallisia funktioita, joille on olemassa pisteittiinen rajafunktio
limy, oo fr, : © = [0,00]. Oletetaan, etti on olemassa mitallinen funktio g : Q —
[0,00], joka dominoi funktioita (eli f, < g kaikilla n = 1,2,...) ja on integroituva
(eli [ gdp < o0). Tillsin

tim [ fudp= [ lim fodp.

n—oo



Huomautus. Huomaa, ettéd integroituvakin funktio voi saada nollamittaisessa jou-
kossa arvon oo, kuten funktio f :[0,1] - [0,00], f(z) = 0o kun z =1 ja f(x) =0
kun z € [0,1), tai olla rajoittumaton, kuten funktio f:[0,1] — [0, c0], f(z) :=

Edelld todettiin, ettd lauseen seuraus ei pide funktioille f,(z) := nz™, joten
ristiriidattomuuden toteamiseksi on osoitettava, ettd lauseen oletus ei myoskain
pide. Osoitetaan, ettd jokainen dominoiva funktio on integroitumaton. Olkoon g :
[0,1] = [0, o] mitallinen funktio, jolle pitee

fn<g  kaikillan=1,2,...

Havaitaan, ettd funktioiden f,,(x) := nz™ suuret arvot pakkautuvat lihemméksi
ja lahemméiksi kohtaa x = 1. Ideana on kéyttéii tétd hyviksi. Ositetaan vili [0,1)
véileihin [1-+1- —) missd n = 1,1,2,.... Huomaa, ettd kun n kasvaa, vili
[1->,1- —) on yhé ldhempéni kohtaa x = 1 Lasketaan

[o )g(x)d:c— Z f g(z)dx ositus

-l

> Z f,i o fu(z)de dominointi

n+1

> Z/_71 N fn(l—f)dm fn kasvava

n+1

Z fu(l=—= [[ ) ) dz vakion ulosvetdminen integraalista
n=1 1_Z71_ n+1
ad 1 1 1
e IR C B L / do = ———
= n’ n(n+1) [1-1,1--1; n(n+1)
1,3 1 1
>(1--)° ) lukujono (1 - —)" on alhaalta rajoitettu, koska se on kasvava
27 Hn+1 n
=00 harmoninen sarja hajaantuu.

On siis osoitettu, etti fol g(x)dx = oo, mikiili f,, < g kaikilla n =1,2,...; toisin
sanoen: funktioille f,, ei ole olemassa dominoivaa integroituvaa funktiota.

Huomautus. Bernoullin epayhtilo toteaa, ettd kaikilla reaaliluvuilla z > -1 jar > 1
pitee (1 + )" > 1+ rx. Tami epiyhtilo seuraa havainnosta, ettd mielivaltaisella
kiinnitetylld r > 1 funktio x — (1+)" - (1+7z) on kasvava (koska sen derivaatta on
positiivinen) ja saa arvon r — 1 kohdassa x = -1, joten (1+z)" = (1+rz)>r-1>0
kaikilla = > —1. Bernoullin epdyhtélon ja potenssien laskusdintéjen avulla voidaan
todeta lukujonon (1 - 2)" (tai yleisemmin lukujonon (1 - £)") kasvavuus:

a- ! )n:(l_%)n.

7)n+1 — ((
“Ristiriidaton Fatoun lemman kanssa”. Kerrataan Fatoun lemma:

)n::l) ( B 1 .n+1

n+1 n+1 n+1 n

Lause (Fatoun lemma). Olkoon (Q,F,pn) mitta-avaruus. Olkoot f, : Q — [0, 00]
mitallisia funktioita. Tdlloin

[ liminf f, du = liminf [ f,du.

Funktiot f, := nz" toteuttavat Fatoun lemman oletukset. Todetaan, ettd ne
toteuttavat myos lemman seuraukset.



Muistetaan, ettéd lim = lim inf, miké&li raja-arvo on olemassa. Lisédksi niille pétee,
etta

fliminffndu:/ lim f,dg =0
ja
liminf [ f,du= lim /fnduzl,

n—oo

miké on sopusoinnussa Fatoun lemman seurauksen kanssa.

Tehtivi 3. Joukko F' c R toteuttaa Carathéodoryn ehdon (Lebesguen ulkomitan
m* suhteen), mikéli erds ulkomittaan m* liittyvd yht#lo on voimassa kaikilla jou-
koilla A c R. Kirjoita kyseinen yht#lo. Sanotaan, ettid F' toteuttaa Carathéodoryn
vdaliehdon, mikali sama yhtdlo on voimassa kaikilla vdleilld A c R yleisten joukkojen
sijaan. Osoita, ettd Carathéodoryn ehto ja Carathéodoryn véliehto ovat keskendén
yhtapitavia.

Ratkaisu. Muistetaan, ettd joukko F' toteuttaa Carathéodoryn ehdon, mikali kaikille
A c R pitee yhtdsuuruus

m*(A)=m*(AnF)+m*(An F°).

Mainitaan, ettd jos yhtdsuuruus pétee kaikille joukoille A ¢ R, niin erityisesti se
piitee vileille I ¢ R. Osoitetaan seuraavaksi kdédnteinen tulos: Mikéli yhtdsuuruus
pétee vileille I ¢ R, niin se pétee kaikille joukoille A ¢ R. Ideana on, ettd koska
joukon A ulkomitta lasketaan arvioimalla joukkoa vélien avulla, niin riitt&é osoittaa
yhtdlo néille arvioiville joukoille eli vileille.

Huomataan, ettd ulkomitan (méiritelmén takaamasta) subadditiivisuudesta joh-
tuen yhtédsuuruuden suunta < on aina totta, joten suunta > on se varsinainen ehto.
Olkoot Ij, missd k = 1,2,..., vileji, jotka peittdvit joukon A eli Ujo, Ix 2 A. Tar-
kastellaan suuretta

8

Tk |.
k=1

(Muistetaan, ettd joukon A ulkomitta on niiden suureiden infimum laskettuna
yli kaikkien mahdollisten viileisti koostuvien joukon A peitteiden, eli m*(A) :=
inf{> 521 |1x| : I ovat vilejé, joille Uy Iy, 2 A}.)

Muistetaan, ettd geometrinen mitta ja Lebesguen ulkomitta yhtyvét vileille eli
|| = m* (1.

Lasketaan

>kl =
k=1

m*(I},) (x| = m™ (Ix)

e T8

(m*(IenF)+m*(I;n F°))  yhtisuuruus vileille

El
I
—

m*(IynF)+ > m*(I;n F®) summan additiivisuus
k=1

Nk

i
A

>m (| JIknF)+m*(|J Iy n F°) ulkomitan subadditiivisuus
k=1 k=1

>m*(AnF)+m*(An F°) ulkomitan monotonisuus sovellettuna joukkoihin (_J I}, 2 A.
k=1



Siis luku m*(AnF)+m*(AnF€) on lukujen Y77, |Ix|, missd I, ovat vileji, joille
Ure Ik 2 A, alaraja, joten suurimmalle alarajalle eli infimumille (joka on joukon A
Lebesguen ulkomitta mééritelmén nojalla) pétee

m*(A)>2m* (AnF)+m*(AnF°).
Tehtdva 4. Olkoon f:R — [0, c0) mitallinen funktio. Osoita, ettd

[ Fdmy = ma({(2y) e R2:0 <y < f(@)}):

Voit pitdd tunnettuna, ettd jos E c R on mitallinen ja I ¢ R on véli, niin Ex I c
R? on mitallinen. (Vihje: Tarkastele ensin yksinkertaista funktiota f. Miten t#ta
tapausta voi hyodyntda yleisessi tilanteessa?)

Ratkaisu. Todetaan seuraava aputulos, joka on todistettu esimerkkiratkaisujen lo-
pussa:

Lemma 1 (Lebesguen ulkomitan tulosdidntd). Olkoon A € R ja B ¢ R. Télloin
mj(A)ym](B) =m5(Ax B).
Téastéd seuraa erityisesti se, ettd jos A ja B ovat Lebesguen mitallisia, niin myo6s
joukko A x B on Lebesguen mitallinen.
Huomautus. Tehtdvan ratkaisussa kdytetdéin vain tulosdinnon seuraavaa erityista-
pausta:
e Jos F ¢ R on Lebesguen mitallinen ja J € R on vili (ja siten Lebesguen
mitallinen), niin tulojoukko E x J ¢ R? on my6s Lebesguen mitallinen.
Tama tulos annettiin tehtdvinannossa.
e Lis#ksi talloin pétee
ma(E xJ) =mi(E) -mi(J).
Tamé tulos seuraa esimerkiksi Fubinin lauseesta integroimalla mitallista
ei-negatiivista funktiota 1g(x)1;(y) = 1gxs(z,9).

“Ratkaisutapa I: Fubinin lause” Huomataan, etti jokaisessa pisteessi x € R funk-
tion f arvo f(x) voidaan kirjoittaa integraalina

f(=)
f(x)=f0 dml(y)=f1{(m,y)sR2:05y<f(m)}($,y)dml(y)-

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukko {(z,y) €e R? : 0 <y < f(z)} on Lebesguen
mitallinen. Huomataan, etté

{(z,y) eR*:0<y < f(2)} = {(z,y) eR?:y 20} n {(z,y) e R?: 0 < f(z) -y}

Riittéé siis osoittaa, ettd funktiot (x,y) » y ja (x,y) — f(x) — y ovat mitallisia.
Tamé seuraa seuraavasta aputuloksesta:

Lemma 2. Olkoon f : R — [0,00] mitallinen funktio. Télldin funktio (x,y) +~
f(x) €[0,00] on myds mitallinen.

Todistus. Olkoon a € [0, 00]. On osoitettava, ettd joukko {(z,y) e R?: f(x) > a} on
mitallinen. Huomataan, etté

{(z,y) eR*: f(z) >a} = {zeR: f(z) >a} xR.



Koska f : R — [0, oo] on oletuksen nojalla mitallinen, niin mitallisuuden mééritelmén
perusteella joukko {z € R : f(x) > a} on mitallinen. Adretén vili R on myos mi-
tallinen. Siten Lemman [1| perusteella tulojoukko {x € R : f(x) > a} x R on myos
mitallinen. [

Nyt on siis todettu, ettd joukko {(z,y) e R?:0<y < f(x)} on Lebesguen mital-
linen. Muistetaan, ettd joukko on mitallinen tdsmaélleen silloin, kun sen indikaatto-
rifunktio on mitallinen. Siis indikaattorifunktio

L{(ey)er2:0sy<f(2)} : R = [0, 00]

on Lebesguen mitallinen ja néin se tayttda Fubinin lauseen mitallisuusoletuksen.
Soveltamalla Fubinin lausetta tdhéin funktioon saadaan

[ r@ydmi@) = [ ([ Ymezonere @y) dmi(y)) dm (@) havainto

= f]R? L (z,y)eR2:0<y<f ()} (T, ) dma(z,y) Fubinin lause
=ma({(z,y) eR*:0<y < f(x)}) integraalin mééritelma.

“Ratkaisutapa I: Erittéin yksinkertaisista funktioista mitallisiin funktioihin.” To-
distetaan yhtdsuuruus etenemélld erityisistd funktioista yleisiin funktioihin.

“Yhtéasuuruus erittdin yksinkertaisille funktioille.” Tarkastellaan “erittéin yksin-
kertaista” funktiota al,, missé A € R on mitallinen joukko ja a > 0 reaaliluku.
Havaitaan, ettd toisaalta mitan tulosddnnon nojalla pétee

/R aladmy = amy(A) = mi(A)my ([0,a)) = ma(A x [0, a))

ja toisaalta
{(z,y) e R? :0<y<ala(z)}=Ax[0,a).

Siis “erittain yksinkertaisille funktiolle” s =aly pétee

/deml = ma({(2,y) € R2:0 <y < s(z)}).

“Yhtéasuuruus yksinkertaisille funktioille.” Tarkastellaan yksinkertaista funktiota
s = ZkK=1 arla,, missd ar > 0 ja Ap on Rin ositus. Nyt edellisen kohdan avulla
saadaan

K K
f ( Z aklAk)dml = Z [ arla, dmg integraalin lineaarisuus
=] k=1/R
K
= > ma(Ap x[0,a;)) jo todettu yhtésuuruus
k=1

K
=mao(J Ak x[0,a;)) mitan additiivisuus ja joukkojen Ay erillisyys.
k=1

Havaitaan, etté

Cx

A x[0,a1) = ({(z,9) €R*: 0 <y < 3 axla, (2)}.

k k=1

Il
=

Nyt on siis osoitettu, ettd yksinkertaisille funktioille s = Zszl arla, pétee

Asdml =mo({(z,y) eR*: 0 <y < 5(x)}).



“Yhtiasuuruus mitallisille funktioille.” Olkoon f : R — [0, c0) mitallinen funktio.
Muistetaan, ettd on olemassa kasvava jono yksinkertaisia funktioita s, < $,41 <
f siten, ettd lims, = f. Huomataan, ettd koska funktiojono s, on kasvava, niin
joukkojono

{(z,y) eR*:0<y < s,(2)}
on myos kasvava. Lasketaan

f fdmy = lim Spdmgy integraalin monotonisen suppenemisen lause
R

n—o00 R

= lim mo({(z,y) e R*: 0<y < s,(x)}) yhtidsuuruus yksinkertaisille funktioille

=ma(J{(z,y) eR*:0<y<s,(x)}} mitan monotonisen suppenemisen lause.
n=1

Osoitetaan seuraavaksi, etté

O{(m,y) eR?:0<y<sp(z)} ={(z,y) eR*:0<y < f(z)}.

n=1

Tarkastetaan kumpikin sisdltyvyys. Siséltyvyys € seuraa oletuksesta s, < f. Sisdltyvyys

2 seuraa konvergenssista: Jos y < f(x), niin tdlloin y < s, (x) riittédvin suurilla n,
koska limy, e $n () = f(2).
Nyt ollaan siis osoitettu, ettd mitallisille ei-negatiivisille funktioille f pétee

fRfdml = mo({(z,y) €R%:0<y < f(2)}).

TULOSAANNON TODISTUS

Oppimisen tueksi todistetaan Lebesguen ulkomitan tulosidéantd, Lemma [1} Tatéa
varten todistetaan ensin aputulos:

Lemma 3. Olkoon A ¢ R. Olkoon f : R — [0, c0] mitallinen funktio. Oletetaan,
ettd 14(x) < f(x) kaikilla 2 € R. Téalldin m}(A) < [; fdz.

Todistus. Oletetaan, ettd 14(x) < f(z) kaikilla z € R. Téstd seuraa, ettd A c {f >
1}. Téten ulkomitan monotonisuuden nojalla pétee mi(A) < mi({f > 1}). Koska
f on mitallinen, niin patee m;({f >1}) =mi({f 21}) = f{le} Ldmy < [i fdms.
Saadut arviot yhdistdmaélld saadaan haluttu arvio. [

Lemman [1 todistus. Olkoot A, B c R.
“Pitee mj(A)mi(B) > m3(A x B).” Olkoot vilit Ij joukon A peite ja vilit J;
joukon B peite. Havaitaan, ettd suorakaiteet I x J; ovat tulojoukon A x B peite.

Liséksi pétee
Yok x Tl = () (Y] 0).-

k1 k 1
Tésté ja Lebesguen ulkomitan mééritelmésti seuraa, ettd mi(AxB) < mj(4A)mi(B).
“Piatee mi(A)mi(B) <m3(Ax B).” Olkoot suorakaiteet R,, tulojoukon A x B
peite. Kirjoitetaan suorakaide R,, vilien I, ja J,, tulona R,, =: I, x J,,. Koska
R, on tulojoukon A x B peite, niin piitee, ettd jos (z,y) € Ax B, niin (x,y) € Ry, =
I, x J,, jollain m. Havaitaan, ettd tdmé voidaan kirjoittaa indikaattorifunktioiden
avulla

La(2)1p(y) <D 15, ()1, (y)  kaikilla 2,y € R.
m



Tamé& on yhtéipitdvid sen kanssa, ettéd jokaisella y € B pétee
La(z) <> 17, (x)1, (y) kaikilla z € R,

josta Lemman [3] perusteella seuraa

mi(A) < [ 10, @15, 0)dz = Dl ().
Siis

mi(A)1p(y) <D |Imlls, (y) kaikilla y € R,

m
mistd taas Lemman [3] perusteella seuraa

i (Ami(B) < [ Pl (0)dy = Dl Tl = ¥ Rol:

Tésté seuraa Lebesguen ulkomitan mééritelmén perusteella, ettd mj(A)mi(B) <
m5(Ax B).

“Jos A ja B ovat Lebesguen mitallisia, niin Ax B on Lebesguen mitallinen.” Olkoot
A, B € R Lebesguen mitallisia. Tarkastetaan Carathéodoryn ehto tulojoukolle Ax B.
Tehtévén 3 nojalla riittés tarkastaa se suorakaiteille I x .J. Huomataan (esimerkiksi
kuvasta), ettd

AxBnIxJ=AnIxBnJ
ja
(AxB)nIxJ=A°nIxJUAnIxB°nJ.

Hyodynnetéddn jo todistettua ulkomitan tulosddntod ja sitd, ettd Carathéodoryn
ehto pétee joukoille A, B, koska ne oletettiin mitalliseksi. Néin lasketaan

ms((AxB)nIxJ)+mi(AxBnlxJ)
<mi(AnIxBnJ)+mi(A°nIxJ)+m5(AnIxB°nJ)
=mi(AnI)mi(BnJ)+mi(A°nI)mi(J)+mi(AnI)mi(B°nJ)
=mi(AnT)(mi(BnJ)+mi(B°nJ))+mi(A°nI)mi(J)
=mi(AnT)mi(J) +mi(A°nI)mi(J)
~ (mi(AnT)+mi (A n D)mi(])
~ i (Dymi ()
=m*(I x J).

Siis tulojoukko A x B toteuttaa Carathéodoryn ehdon:

m (IxJ)>m5((AxB)nIxJ)+mi(AxBnIxJ) kaikilla suorakaiteilla I x .J.

(]

MITALLISUUDESSA ON OLTAVA TARKKANA, MISTA 0-ALGEBRASTA PUHUTAAN

Oppimisen tueksi esitetdéin esimerkki tarkastelusta, jossa on oltava tarkkana
siité, mistd o-algebrasta puhutaan.

Olkoon (€, F) mitallinen avaruus. Olkoot funktiot f, : 2 — R mitallisia. Osoi-
tetaan, ettd joukko

A= {x € ) : on olemassa raja-arvo lim f, (x)}

on mitallinen kayttamalld seuraavaa aputulosta:



Lemma 4 (Mitallisten funktioiden rajafunktio on mitallinen). Olkoon (2, F) mi-
tallinen avaruus. Olkoot f, : 0 - R mitallisia funktioita, joille on olemassa raja-
funktio f :=lim, .« fn (eli jokaisessa pisteessé w € 2 on olemassa raja-arvo lim,, e fn(w),
josta kédytetddn merkintdd f(w) :=lim,— e frn(w)). Télloin raja-funktio f on myés
mitallinen.

Pyritdén perustelemaan joukon A mitallisuus seuraavasti:
e Olkoot f, : 2 - R mitallisia funktioita. Koska funktiot f,, ovat mitallisia,
niin myés rajafunktio f :=lim, e f, on mitallinen Lemman [4] perusteella.
Koska A = f~1(R), niin mitallisen funktion mééritelmsn nojalla joukko A
on mitallinen, koska se on mitallisen funktion alkukuva ddrettoméasta valistéa
(tai yleisemmin Borelin joukosta) R.
Mutta pyrkimyksessé sivuutettiin se seikka, ettéd raja-funktio f := lim,_ . fn on
médritelty vain osajoukossa A eiki koko joukossa Q! Kéydédidn siis perustelu lapi
tarkemmin. Muistetaan ensin mitallisen funktion mééaritelmé:

Maéritelma. Olkoon (2, F) mitallinen avaruus. Funktio f : Q - R on F-mitallinen
(tai mitallinen o-algebran F suhteen), jos ja vain joukko {z € Q: f(x) > a} on F-
mitallinen (eli mitallinen c-algebran F suhteen) kaikilla a € R, miki tarkoittaa,
ettd

{zeQ:f(x)>a}eF kaikillaaeR.

Tehdd&n nyt edellinen perustelu tarkasti - huomioiden se, minké o-algebran suhteen
mitallisuudesta kulloinkin puhutaan:
e Olkoot f, : 2 - R F-mitallisia funktioita. Koska f :=lim,,_, f, joukossa
A, niin funktioiden f, rajoittumille f,|4 : A = R on olemassa rajafunktio
f=lim, e fn: A—>R.

Tarkastellaan seuraavaksi néiden rajoittumafunktioiden mitallisuutta.
Funktioiden f,|4 méirittelyjoukko on siis joukon € osajoukko A. Miké jou-
kossa A on se o-algebra, jonka suhteen ndmé funktiot ovat mitallisia? Koska
funktiot f,, ovat mitallisia o-algebran F suhteen, niiden rajoittumafunktiot
fnla ovat mitallisia o-algebran rajoittuman F|4 suhteen. Rajoittuma F|
maéaritellddn asettamalla

Fla={AnF:FeF}.

N&in mééaritelty kokoelma F|4 on o-algebra joukossa A, joten erityisesti
siis A e Fy.

Tarkastellaan seuraavaksi rajafunktion mitallisuutta. Koska funktion mi-
tallisuus sdilyy rajankdynnissd, niin néin ollen rajafunktio f : A - R on
my®s mitallinen rajoittuman F|4 suhteen.

Katsotaan, mité joukon A mitallisuudesta voidaan paétella funktioiden f
ja fa|a mitallisuuden avulla: Joukko A = f~1(R) on F|4-mitallisen funktion
f alkukuvana F|4-mitallinen, miké tarkoittaa, ettd A € F|4. (Tamé oli jo
tiedossa sen nojalla, ettéi F|4 on joukon A o-algebra.)

Ollaan siis péditelty, ettd A on F|4-mitallinen - misti ei seuraa, etti A
on F-mitallinen.

Siis edellinen perustelu totesikin itse asiassa vain sen seikan, ettd joukko A on
mitallinen o-algebran F|4 suhteen. Tamé johtui siité, ettd jouduimme rajoittamaan
tarkastelut tdhédn osajoukkoon, koska funktioiden f,, raja-arvo on olemassa vain
osajoukossa A. Sen toteamiseksi, ettd A on mitallinen koko c-algebran F suhteen



voidaan kayttdd rajafunktioita, jotka ovat olemassa koko joukossa (2 - esimerkiksi
seuraavasti: Huomataan, ettéa

A:= {x € 0 : on olemassa raja-arvo lim f, (x)}

= {x € Q:liminf f,(z) = limsup fn(ac)}

Huomaa, ettd liminf, e fr = limy, o infgpon fr-
o Koska f,, ovat F-mitallisia, niin infimumfunktio infy.gsy, fr on myos F-
mitallinen.
e Koska funktiot infy.x>n frn ovat F-mitallisia, niin rajafunktio lim,,_, e infg.p>n fr
on myo6s F-mitallinen.
e Siis funktio liminf,, . f, on F-mitallinen.
Samantapaisesti saadaan, ettd funktio limsup,, ., fn, on F-mitallinen.
Koska funktiot liminf,, o f, jalimsup,,_, . fn ovat F-mitallisia, niin my6s niiden
erotus on F-mitallinen. Niin ollen joukko

A={xeQ:liminf f,(x) - limsup f,(z) = 0} = (liminf f,, - limsup £,) "' ({0}),

joka on F-mitallisen funktion alkukuva surkastuneesta vilistd {0}, on myds F-
mitallinen.
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