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Määritelmä: Brownin liike (W (t) : t ≥ 0) filtraatiossa F = (Ft : t ≥ 0) on
R-arvoinen stokastinen prosessi jolla

• (Wt) on F-sopiva

• W (0) = 0

• ∀n ∈ N ja 0 ≤ s ≤ t, (Wt −Ws) on P -riippumaton σ-algebrasta Fs ja
Gaussinen, odotusarvolla

EP ((Wt −Ws)) = EP

(
(Wt −Ws)

∣∣Fs

)
= 0

ja varianssilla EP

(
Wt −Ws)

2
)
= EP

(
Wt −Ws)

2
∣∣Fs

)
= t− s.

• P -melkein varmasti jokaiselle ω:lle polut t 7→ Bt(ω) ovat jatkuvia.

1. Olkoon Wt Brownin liike F filtraatiossa P todennäköisyyden suhteen.
Osoita että Mt = (W 2

t − t) ja Zt(θ) = exp
(
θWt − θ2t/2

)
jossa θ ∈ R

ovat (F, P )-martingaaleja.

Laske kvadrattiset kovariaatiot [M,M ]t, [M,W ]t, [Z(θ), Z(θ′)]t ,[Z(θ),W ]t,
[Z(θ),M ]t.

2. Olkoon (Xt : t ∈ R+) jatkuva polku jolla on kvadrattinen variaatio
[X]t = [X,X]t, ja t 7→ At ∈ C1(R+,R) derivoituva jatkuvalla derivaa-
talla.

Osoita että A on rajoitetusti heilähtelevä eli on kahden ei-vähenevien
funktioiden erotus, ja siksi [A,A] = 0

3. Olkoon Yt = At +Xt. Koska kvadrattinen variaatio on bilineaarinen,

[Y, Y ]t = [X,X]t + [A,A]t + 2[A,X]t,

silloin kun oikean ja vasemman puoleen termit ovat olemassa, ja

[Y, Y ]t = [X,X]t silloin kun [A,A]t = 0.

Muista Iton kaava:∫ t

0

Fx(Xs)dXs = F (Xt)− F (X0)−
1

2

∫ t

0

Fxx(Xs)d[X,X]s (0.1)

Muistetaan myös että jos Zt =
∫ t

0
Fx(Xs)dXs,

[Z,Z]t =
[
F (X·), F (X·)

]
t
=

∫ t

0

Fx(Xs)
2d[X,X]s
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Laske poluttaiset Ito integraalit

(a) ∫ t

0

Xn
s dXs

eli kirjoita poluttainen Ito integraali muotoon
∫ t

0
Fx(Xs)dXs ja

käytä Iton kaava (0.1).
(b) ∫ t

0

exp(σXn
s )dXs

(c) ∫ t

0

sin(σXs)dXs,

(d) ∫ t

0

cos(σXs)dXs,

(e) ∫ t

0

Y n
s dYs

(f) ∫ t

0

exp(σY n
s )dYs

(g) ∫ t

0

An
sdAs

(h) ∫ t

0

exp(σAn
s )dAs
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(i) ∫ t

0

sin(σAs)dAs,

(j) ∫ t

0

cos(σAs)dAs,

(k) ∫ t

0

Y n
s dXs

(l) ∫ t

0

exp(σY n
s )dXs

Laske myös yllä olevien Ito-integraalien qvadrattinen variaatio.

4. Olkoon Xt, Yt jatkuvat polut jolla on kvadrattiset variaatiot [X,X]t
[Y, Y ]t ja ristivariaatio [X, Y ]t olemassa. Käytä poluttaista Iton kaavaa
osoittakseen osoittais-integroinnin kaava

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + [X, Y ]t
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