
UH Introduction to mathematical finance I, Exercise-6 (3.03.2016)

In all the exercises we consider random variables defined on a proba-
bility space (Ω,F) equipped with a probability measure P and a filtration
F = (Ft : t ∈ N), where Fs ⊆ Ft for s ≤ t.

Recall that a stochastic process (Mt : t ∈ N) is a (P,F)-martingale if
Mt ∈ L1(Ω,Ft, P ) ∀t ∈ N and EP (Mt|Ft−1) = Mt−1 ∀t ≥ 1.

1. Let τ(ω) ∈ N and σ(ω) ∈ N be stopping times in the discrete time
filtration F. Show that their minimum (τ ∧σ) is a stopping time. Is the
sum (τ(ω) + σ(ω)) a stopping time as well ?

2. Olkoon (Zt, t ∈ N) jono jolla Zt > 0 ∀t. Osoita

Z−1t = Z−10 −
t∑

u=1

(
ZuZu−1

)−1
∆Zu

3. Todennäköisyysavaruudella (Ω,F , P ), olkoon Q � P todennäköisyys-
mittoja, ja Z(ω) = dQ

dP
(ω) ∈ L1(Ω,F , P ). Osoita että P � Q (eli

P ∼ Q) jos ja vain jos Z(ω) > 0 P -melkein varmasti, ja silloin

dP

dQ
(ω) = Z(ω)−1

Vihje: käyyä mitan vaihdon kaavaa. Kokeile tuota kaava silloin kun
Ω = R, P = N (0, 1) on standardi Gaussinen jakauma, ja jakauma
Q = N (µ, σ2) on myös Gaussinen, jossa µ on odotusarvo ja σ2 on
varianssi.

4. Olkoon f(x) jatkuva funktio jolla on jatkuva derivaatta f ′(x), ja (Xt :
t ∈ N) jono.
Osoita diskreetti Iton kaava

f(Xt)− f(X0) =
t∑

s=1

f ′(Xs−1)∆Xs +
t∑

s=1

(
f(Xs)− f(Xs−1 − f ′(Xs−1)∆Xs

)
=

t∑
s=1

f ′(Xs−1)∆Xs +
1

2

t∑
s=1

∆f ′(Xs)∆Xs +R(f ′, X, t)

jossa

R(f ′, X, t) =
t∑

s=1

∫ Xs

Xs−1

(
f ′(u)− f ′(Xs−1) + f ′(Xs)

2

)
du

1



Osoita: jos Xt on F-martingaali, ja f(x) on konveksi funktio, jolla on
rajoitettu derivaatta, |f ′(x)| ≤ K < ∞ ∀x, silloin f(Xt) on alimartin-
gaali (keskimäärin ei-vähenevä).

Osoita jos derivaatta f ′(x) on α-Hölderin jatkuva, eli on olemassa α ∈
(0, 1] ja C > 0 jolla |f ′(x)− f ′(y)| ≤ Cα|x− y|,

|R(f ′, X, t)| ≤ const
t∑

s=1

∆X2
s max{|∆Xs|α : 1 ≤ s ≤ t}

5. Olkoon Xt =
∑t

u=1 ∆Xu satunnaiskulku prosessin polku jossa ∆Xu ∈
{−1,+1} ja f(x) = |x− x0|, jossa x0 ∈ R. Silloin

f ′(x) = sign(x) =


1 kun x > 0
0 kun x = 0
−1 kun x < 0.


Merkitään

Lx0t =
t∑

s=1

1(Xt−1 = x0)

Osoita diskreetti aikainen Tanakan kaava

|Xt − x0| = Lx0t +
t∑

s=1

sign(Xt − x0)∆Xs
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