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Övningen fortsätter studiet av mätbara mängder och inleder studiet av mät-
bara funktioner. Uppgifterna är inte ordnade enligt sv̊arighetsgrad.

1. Visa att det finns delmängder A ⊂ R och B ⊂ R s̊a att A ∩B = ∅ och

m∗(A ∪B) < m∗(A) +m∗(B).

Tips: det finns en icke-mätbar mängd E ⊂ R och Caratheodorys villkor.

I uppgifterna 2-3 är (X,Γ, µ) ett m̊attrum och {Aj : j ∈ N} ⊂ Γ en given
uppräknelig familj av delmängder till X. Definiera

lim sup
j→∞

Aj =
⋂
j∈N

(
∞⋃
k=j

Ak).

2. Verifiera följande:
(i) lim supj→∞Aj ∈ Γ.
(ii) x ∈ lim supj→∞Aj om och endast om x ∈ Aj för oändligt m̊anga

index j ∈ N.

3. Visa att om
∑∞

j=1 µ(Aj) <∞, s̊a är µ(lim supj→∞Aj) = 0. (Borel-Cantellis
lemma)

4. Definiera avbildningen f : R→ R genom villkoret att f(x) = ex d̊a x ∈ Q
och f(x) = 1 d̊a x /∈ Q. Är f en mätbar avbildning? Tips: använd Sats 3.11.

5. Bestäm lim supn an och lim infn an för följande talföljder (an):
(i) an = (−1)n

(ii) an = sin(qn), där (qn) är en godtycklig uppräkning av de rationella
talen Q.

6. Anta att A ⊂ Rn och att f : A → [0,∞) är en mätbar avbildning, samt
l̊at Ar = {x ∈ A : f(x) > r} för r ≥ 0. Visa: om m(A0) > 0, s̊a finns det ett
naturligt tal n ∈ N s̊a att m(A1/n) > 0. Tips: konvergens av m̊att.

Obs. I kursprovet f̊ar ni ha med en tv̊asidig minneslapp av storlek A4.
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