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Övningen fortsätter studiet av Lebesgue mätbara mängder. Uppgifterna är
inte nödvändigtvis ordnade enligt sv̊arighetsgrad.

1. Motivera varför det n-dimensionella Lebesgue m̊attet mn(Rn) = +∞.

2. Avbildningen f : R→ R är en Lipschitz-avbildning om det finns en ändlig
konstant L s̊a att

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| för alla x, y ∈ R.

Visa: om A ⊂ R satisfierar m(A) = 0, s̊a är bildmängden f(A) mätbar och
m(f(A)) = 0.

3. Anta att A ⊂ Rn är en s̊adan mängd att det mot varje givet ε > 0 finns
en s̊adan öppen delmängd Uε ⊂ Rn att

A ⊂ Uε och m∗(Uε \ A) < ε.

Visa att A är en mätbar mängd. Tips: mot varje k ∈ N fixera en öppen
mängd Uk som ovan för ε = 1/k och betrakta ∩∞k=1Uk.

4. Bevisa Lindelöfs sats (Sats 2.41 i kompendiet) L̊at B ⊂ Rn vara en god-
tycklig mängd, och l̊at ⋃

α∈A

Vα ⊃ B

vara en godtycklig övertäckning av B med öppna mängder {Vα : α ∈ A}. D̊a
finns det en uppräknelig delövertäckning⋃

j∈N

Vαj
⊃ B.

Tips: använd lämpligen öppna klot i Rn som har mittpunkter med rationella
koordinater och rationell radie (jämför med uppgift 1:6).

5. Anta att en given mängd A ⊂ Rn har följande egenskap: för varje punkt x ∈
A finns det ett öppet klot B(x, rx) för vilket ytterm̊attetm∗(A∩B(x, rx)) = 0.
Visa att m∗(A) = 0. Tips: Lindelöf och subadditivitet.
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6. Visa att det inte finns n̊agot m̊att µ : Γ→ [0,∞] p̊a basmängden X = Q,
s̊a att

(i) σ-algebran Γ inneh̊aller alla rationella intervall (a, b] ∩Q där a, b ∈ Q
och a < b, samt

(ii) µ((a, b] ∩Q) = b− a för alla ovanst̊aende intervall.
Tips: visa att µ({q}) = 0 för alla q ∈ Q och använd att Q är en uppräknelig
mängd.
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