SU-estimointi

SU-estimointi satunnaisten selittdjien tapauksessa

o Joissakin tapauksissa selittdvien muuttujien olettaminen
ei-satunnaisiksi kiinteiksi luvuiksi saattaa tuntua rajoittavalta.

Niin on esimerkiksi, kun

@ pojan pituutta selitetddn isdn pituudella ja aineisto on poimittu
satunnaisotantaa kidyttden

o selitettdvd muuttuja on kotitalouksien sdhkdn kulutus ja selittavat
muuttujat ovat sihkon hinta ja kotitalouksien reaalitulot ja kdytetdan
on aikasarja-aineistoa

o Esitetty kiinteiden selittdjien malli ja siihen perustuva SU-estimointi
voidaan perustella my6s satunnaisten selittdjien tapauksessa "sopivilla
oletuksilla”, joiden voimassa ollessa pdadytddn samaan
uskottavuusfunktioon kuin selittdjien olessa kiinteita.
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SU-estimointi satunnaisten selittdjien tapauksessa

@ Otetaan lshtokohdaksi yhtilo
Y=XB+e e~N(0%,),

ja oletetaan, ettd satunnainen matriisi X toteuttaa ehdot:
o ()X | e
o (b) X:n todenniksisyysjakauma ei riipu parametreista B ja 0.

@ Satunnaismatriisin X todennikdisyysjakaumalla tarkoitetaan sen
kaikkien alkioiden yhteistodenn&koisyysjakaumaa.

@ X:n tn-jakauma voidaan samaistaa sen alkioista muodostetun np x 1
ulotteisen satunnaisvektorin tn-jakauman kanssa.

@ Uskottavuusfunktio on johdettava muuttujien Y ja X
yhteisjakaumasta.
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Lihtokohtana yhtilo

Y=XB+e e~N (0,(72|,,) , X satunnainen.

Ehto (a) eli X || & ja frx (y.X) = fx (X) &x (| X) =

fr x (y, X) = fx (X) (27102)*”/2 exp {—;2 (y—XB) (y — Xﬂ)} .

Ehto (b) eli X:n tn-jakauma ei riipu (B, 0?):sta = fx (X) voidaan
sisdllyttdsd uskottavuusfunktion vakiotermiin.

@ Siis, uskottavuusfunktio ja tilastollinen p3ittely voidaan perustaa
ehdolliseen N (Xﬁ,(72l,,)-jakaumaan ja toimia samoin kuin kiinteiden
selittdjien tapauksessa.
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SU-estimaattorien ominaisuudet

Nyt B = B (Y) ja 6* = ¢ (Y) tulkitaan satunnaisiksi eli ne ovat
estimaattoreita, joille pitee

Lause 2.1. Tarkastellaan lineaarista mallia
Y ~ N (XB.0%l,), BERP, 0? >0, jossar(X)=p.

T4llsin parametrien B ja o2 SU-estimaattoreille B = (X'X) 'X'Y ja
02 = L(Y — XB)' (Y — XB) patee

() B~N(B.o*(XX) )

(i) n0/0> = (Y — XBY (Y —XB) /0> ~ 22,

(iy B | o>
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SU-estimaattorien ominaisuudet

@ Suoraviivainen lasku = parametrien B ja ¢~ Fisherin
informaatiomatriisi on (6 = (B, 0?))

i(B.0%) = [ aﬁaﬁ 1(6:Y) aﬂaa2 H(6:Y)
’ 55! (0.Y) 5251 (8Y)

o Tilastollinen paattely = mille tahansa harhattomille estimaattoreille

o2X'X 0
0 n/20*

Bja 72 patee
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SU-estimaattorien ominaisuudet

e Valitsemalla ¢’ = [a’: 0] tuloksessa

7 2 yiy\—1
/ ﬁ o (% (X X) 0 > p+1
cCov([&z])c c[ 0 20t /1 c>0 VeelR
saadaan kaikilla a € R”
a'Cov(B)a—o%a’ (X'X) "a>0 eli Cov(B)—c?(X'X)" >0.

o B on harhaton ja Cov(B) =c2(X'X) ™", joten PNS-estimaattori B on
tdystehokas.

e 52 =n6?/ (n— p) on harhaton, mutta
Var (52) =20*/ (n—p) > 20*/n, joten 52 ei ole tdystehokas.
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Identiteetti y — XB = X(B — B) + &, tulos X2 =0 ja suora lasku =

S(B) = (B~ B)XX(B~pB)+(n—p)s’.

Havaintojen yhteistiheysfunktiolle saadaan siten esitys
—n/2 1
f(yio?) = (2m0®) " exp {—202(3 —B)X'X(B - ﬁ)}

1
X exp {—M(”— P)52} ,

mist3 seuraa faktorointikriteerin perusteella estimaattorien B ja S?
tyhjentavyys.
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SU-estimaattorien ominaisuudet

@ B on harhaton, tyhjentavi ja taystehokas

@ 07 on harhainen, mutta sen muunnos $2 = ﬁﬁz on harhaton,
mutta ei tiystehokas (kuten ei mydskasn 62). Sekd 62 etts S? ovat
tyhjentavia.

o Ns. Gaussin ja Markovin lauseen mukaan B on (varianssikriteerin
mielesssd) paras lineaarinen (eli tyyppid AY oleva) harhaton
estimaattori myds ilman normaalisuusoletusta eli oletuksilla
E(Y) = XB ja Cov(Y) = ¢?1, (riippumattomuuttakaan ei vaadita).

e Toisin sanoen, mille tahansa parametrin B harhattomalle estimaatorille
B = AY pitee kaikillaa € R? (Cov(B) = 02(X'X)™})

Cov(B) — e2(X'X) ! > 0 < a'Cov(B)a > o2a (X'X) a.
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