Lineaariset mallit |, kevat 2016

Yleisid asioita

Luennoija: Pentti Saikkonen

Tyyppi ja laajuus: Aineopinnot, 5 op

o Luentoajat: |V periodi, to 14-16, D123 ja pe 12-14, C124

Suoritustapa: Kurssikoe viikolla 9.5.-13.5. tai yleistentti 24.5.

Laskuharjoitukset: Petri Aaltonen

o To 12-14, B322 (28.4. C129)
o Pe 10-12, B322

o Lisdpisteitd harjoitustehtavien ratkaisemisesta saa 1, 2, 3 tai 4, jos

ratkaistujen tehtdvien maard on vastaavasti 20, 40, 60 tai 80 prosenttia.
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Lineaariset mallit |, kevat 2016

Yleisid asioita

o Esitietovaatimukset

o Tilastollisen pdattelyn kurssi sekd sen vaatimat esitiedot
(Todennikaisyyslaskennan kurssi ja perusvalmiudet yhden ja useamman
muuttujan differentiaali- ja integraalilaskennassa).

o Lineaarialgebran ja matriisilaskennan tuntemus on liséksi
vélttdmatdntd (esim. kurssit Lineaarialgebra ja matriisilaskenta | ja I,
ja mielelladn myds Matriisilaskentaa tilastotieteilijsille)

o Sisdltd: Kurssilla kdyddan ldpi lineaaristen mallien keskeinen teoria
eli parametrien estimointi ja testaus sekd luottamusvéalien muodosta-
minen ja niihin liittyvd jakaumateoria. Lisdksi tarkastellaan
varianssianalyysia.
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Lineaariset mallit |, kevat 2016

Yleisid asioita

o Kurssimateriaali: Luentomoniste (liitteiden materiaali oletetaan
padosin tunnetuksi). Oheislukemistona voi kiyttds seuraavia teoksia.

@ Matriisialgebra:

o Abadir, K. ja J. Magnus (2005): Matrix Algebra.
o Searle, S.R. (1982): Matrix Algebra Useful for Statistics.
e Schott, J. R. (2005): Matrix Analysis for Statistics.

@ Lineaarisen mallin teoria:
o Seber, G.A.F. ja A.J. Lee (2003): Linear Regression Analysis, 2.laitos.
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Lineaarisen mallin maarittely

Yksinkertainen esimerkKki

Peltotilkut i =1, ..., n

Lannoitemaarit xq, ..., X,

Satomdirdt yi, ..., ¥,

Mika on lannoituksen vaikutus odotettavissa olevaan satomaaraan?
Oletetaan satomiiria vastaavista sm:sta

o Y1,...Yn | eliriippumattomuus
o u;:=E(Yj) = By + B,x; odotusarvon lineaarisuus

o Var(Y;) = 0? Vi varianssin koko ei riipu lannoitemazriasts

Tilanne voidaan kuvata yhtilolla

Yi =B, +Byxi+¢&, i=1..n,

jossa sm:t €1, ..., €, ovat ei-havaittavia, || ja toteuttavat

E (8,‘) =0, Var (8,’) = 0’2 Vi
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Lineaarisen mallin maarittely

Yksinkertainen esimerkKki

@ Kuvattaessa lannoituksen vaikutusta odotettavissa olevaan
satomd&arddn paadyttiin siis yhtiloon

Yi=B,+Bxi+e, i=1..,n,

jossa sm:t €1, ..., €, ovat ei-havaittavia, || ja toteuttavat

E(e)) =0, Var(g) = 0° Vi

@ Sm:t €1, ..., &, voidaan tulkita havaituissa satomaarissd ilmeneviksi
'puhtaaksi satunnaisvaihteluksi’ tai selitysvirheeksi, joka ei selity
lannoitemaarilla.

o Edelld esitettyd yhtdload kutsutaan yhden selittavian muuttujan
lineaariseksi regressiomalliksi.

o Tiukasti tilastollisen pdattelyn ndkokulmasta, ei kysymyksessa ole
vield kuitenkaan tilastollinen malli, jollainen vaatii havaintojen
yhteistodenn&koisyysjakauman ja parametriavaruuden spesifioinnin.
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Lineaarisen mallin maarittely

Yksinkertainen esimerkKki

Klassinen lineaarinen malli perustuu olettaa normaalijakaumaan ja
tilastollinen malli saadaan olettamalla

Vi Ya | Yine N(By+Boxi %), BB €R, 0”>0
tai yhtapitavasti

Yi=p,+Byxite, i=1,..n PB.BER, ¢*>0

€1,...&n || ., & ~N (0,0?)

Tarkasteltavassa esimerkkitapauksessa oletus ,Bl > 0 tuntuisi jarkevalts,

mutta johtaa mutkikkaampaa malliin, joka ei sisilly klassiseen lineaariseen
malliin.
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Lineaarisen mallin maarittely

Yksinkertainen esimerkKki

@ Yhden selittdvdan muuttujan lineaarinen regressiomallissa

Vi, Yo || Vi~ N(B +Byxin0?), Br.By €R, 0> 0.

selittdvien muuttujien havaintoja xi, ..., x, ei tulkita satunnaisiksi
(loogista tarkasteltavassa tapauksessa).

@ Jos selittdvat muuttujat olisivat satunnaisia, taytyisi tilastollinen malli
periaatteessa laajentaa koskemaan sv:ta [Y; X,-]’, i=1,..n.

@ Usein selitettdvid muuttujia Y7, ..., Y, voidaan tarkastella ehdollisesti
ehdolla (X1, ..., X;) = (x1, ..., xn), jolloin edell3 esitetty malli soveltuu.

@ Usein tarvitaan useita selittdvid muuttujia
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Lineaarisen mallin maarittely

Yksinkertainen esimerkKki

Aitien ja tyttadrien pituudet (tuumissa): n = 30, katkoviiva 45 asteen suora

Aitien ja tyttirien piuudet
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Yleinen lineaarinen malli

Tausta: Aineiston muuttujista yksi on luonteeltaan selitettdva ja loput sen
vaihtelua selittdvid muuttujia eli kaaviona

Havainto yksikkd — Selitettdvd m:t; y Selittavat m:t; xq, ..., Xp
1 i X111 -0 X1p
n }/n anvn'van

Lineaarisessa mallissa selittdvan muuttujan vaikutus selitettavaan
muuttujaan oletetaan (tietyssd mielessd) lineaariseksi.
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Yleinen lineaarinen malli

@ Lineaarisen mallin maaritelma voidaan perustaa yhtaloon
Yi=PBxn+- -+ Byxipte, i=1..n

jossa Y; on havaittava sm, xji, ..., Xj, ovat havaittavia ja ei-satun-
naisia (eli kiinteitd), & on ei-havaittava sm ja f;, ..., B, ovat
tuntemattomia parametreja.

@ ¢ on ns. virhe(termi) eli se osa Yj:std, jota mallin systemaattinen osa
tai rakenne B;x1 + - - - + B, Xjp €i kykyne selittamdan

o Lineaarisuus oletetaan parametrien f8;, ..., f, suhteen ja virhetermi
lisdtddn systemaattiseen osaan additiivisesti.

o Esimerkiksi
Y = Byxi +Byx? e, i=1,..,n,
on vaaditulla tavalla lineaarinen
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Yleinen lineaarinen malli

@ Lineaariseen malliin voidaan paatya lihtemilld oletuksesta
Vi Yo L Yie N (g, 0%)

ja olettamalla odotusarvoille p; (esim. taustatiedon perusteella)
rakenne ji; = x;B, jossa X; = [xj1 -+ Xp] ja =By -+ B,]"
@ Miksi vaihtoehtoinen muotoilu (i =1, ..., n)

Y, =xiB+e, €1, 0 || 8,-~N(0,(72)

ja virhetermi g;?

@ Yksi syy on, ettd tdma on toisinaan luonteva muotoilu.

o Toinen, etts kisitteet residuaali 2; = y; — xiB ja sovite fi, = x!B = §;
ovat hyadyllisia (B on parametrin B estimaatti).

@ Residuaali on teoreettisen virheen € = Y; — xB empiirinen vastine ja
sovite on mallin systemaattisen osan y, = x}B empiirinen vastine.
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Yleinen lineaarinen malli

o Residuaalit &, = y; — xfﬁ sisiltavit ilmeisestikin informaatiota
virheiden ¢;, = Y; — xfﬁ varianssista eli parametrista
02 = Var (g;) = Var (Y;) .

@ Residuaalien avulla voidaan myos tutkia mallin oletusten
paikkansapitdvyyttd yleensd helpommin kuin alkuperdisteen
havaintojen y1, ..., y, avulla.

o Tutkittavia oletuksia:

e Onko Var (Y;) = Var (g;) vakio kuten oletetaan?

o Piteekd oletettu riippumattomuus Y1, ..., Y, || < e1,..,en || ?

o Piteekd oletettu normaalisuus Y; ~ N (B, (72) & g ~N (0,(72)?

0 March 19, 2016 12 / 86



Yleinen lineaarinen malli

o Mallin matriisiesitys

Yi X1 v Xip B €1
— S S
Yn Xn1l Xnp pr €n
eli
Y=XB+e BERP, >0,
jossa e1,...€, || . & ~N(0,0%) & e~N(0,0°l,).

@ Yhtapitdva muotoilu
Y ~N(XB,o°l,), BERP, 0 >0.
o Lisdoletus: Matriisi X (n x p) tdyttd sarakeastetta eli r (X) = p.
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

@ Riippumaton otos normaalijakaumasta (vrt. tilastollinen paattely).

Ylu---yYn ll \/IN N(l’l|0—2)
(]
Yl 1 €1
= et
Y, 1 €,
eli

Y =1,u+e, SNN(O,Uzln) 2N YNN(lny,Uzln)

Matriiseiksi X tulee siten vektori 1, = [1 --- 1]' (nx 1).
@ Kiinnostava hypoteesi Hg : it = pu
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

Kaksivuotiaiden poikien (x = 0) ja tyttdjen (x = 1) pituudet (cm)
= 70. Kysymys: Eroavatko tyttdjen ja poikien keskipituudet?

n = 66, n»

100

95

90

85

80

Kaksi vuotiaiden poikien (x=0) ja tyttsjen (x=1) pituudet (cm)

Keskiarvot: 88 37 (pojat) ja 87.25 (tytot)
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

e Kahden odotusarvoltaan (mahdollisesti) poikkeavan riippumattoman
normaalisen otoksen malli eli

2 :
Vi Yo | Vi~ mgyl,az), kun/_:l,...,nl -
],12,0), kuni=m+4+1,...,m+n =n.

°
7 1 0] [ e ]
Yoo | _ |1 O [;11]+ €n
Yn1+1 0 1 :u2 8”1+1
i Y, ] | 0 I | &
eli
]-n 0 122 ] 2 .
Y:[O1 1@}[}4; +e& e~N(0,0°1,); Ho:py=p,
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

Yksisuuntainen varianssianalyysimalli. Havaintoina on p
riippumatonta otosta jakaumista N(],tj,(72) G=1,..p).

Esimerkiksi vehnalajikkeiden Ay, ..., A, satoisuuden tutkiminen, kun
niitad viljelldan samoissa olosuhteissa.

Kiinnostuksen kohteena on odotusarvoissa i, .., "y mahdollisesti
ilmenevat erot; esim. Hy:py = -+ = My
Kaksisuuntainen varianssianalyysimalli. Esimerkiksi vehnalajikkeita A;

ja Az lannoitetaan kahta eri lannoitetta B; ja By kayttden, jolloin
havainnot perdisin neljastd ryhmasta.

Mallin avulla voidaan tutkia onko satomadrissad eroja eri ryhmien
vililld ja johtuvatko mahdolliset erot vehnilajikkeesta, lannoitteesta
vai niiden yhteisvaikutuksesta.

N&issd malleissa selittdvat muuttujat ovat ryhmaa osoittavia

indikaattoreita.
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

o Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli
Yi=By+Boxio+--+Bxp+en, i=1..n PBERP >0

B, ns. (regressio)vakio ja ,Bj (j=2,..,p) ns. regressiokerroin, joka
kuvaa paljonko selitettdvd muuttuja (tai sen odotusarvo) muuttuu,
kun j:nnen selittdjan arvo muuttuu yhden yksikén ja muiden
selittdjien arvot pysyvat ennallaan.

@ Saadaan yleisestd mallista valitsemalla x;; = 1, joten

1X]_2 “ .. le
X =

1Xn2 e an
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

@ Samassa mallissa voi olla sekd kvantitatiivisia selittéjid ettd
kvalitatiivisia ryhm&a osoittavia indikaattoreita.

@ Tutkitaan esimerkiksi vehnilajikkeiden A; ja Ap satoisuutta, kun
molempia lannoitetaan samaa lannoitetta kdyttden:

_ N(,Bl+,33x,-,(72), kuni=1,..,m
Vi Ya l, Yi { N(,B2—|—‘B3X,',0'2), kuni=m-+1,...,m+ n
eli ) ) i ) )
Yl 1 0 X1 €1
Yo, - 1 0 Xp gl L €ny
Yo 0 1 Xnp+1 52 €
: : : : 3 :
| Ya ] | 0 1 Xn | | & ]
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

Tyttojen (musta) ja poikien (ympyrd) pituudet 9 ja 18 v. ikiisind (cm)
np =66, m =70. Kysymys: Onko tyttdjen ja poikien kasvuvauhdissa
eroja’?

Tyttojen (musta) ja poikien (ympyra) pituudet
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Yleinen lineaarinen malli

Lineaarisen mallin erikoistapauksia

@ Joskus epilineaarinen malli voi olla linearisoituva:
Y, = eﬁlxg2 -eex:Pet T =1,..,n,
jossa muuttujat oletetaan positiivisiksi.
e Ottamalla (luonnollinen) logaritmi puolittain paddytaan yhtalosn
log Vi = B, + By logxio + - + ,Bp logxjp +¢;, 1=1,..,n,
eli (merkintsja vaille) usean selittdjan lineaarinen regressiomalli.

o Tillaiset ns. multiplikatiiviset mallit ovat tavallisia taloudellisissa
sovelluksissa mallinnettaessa esimerkiksi jonkin tuotteen kysyntaia.
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Yleinen lineaarinen malli

Yhteenveto lineaarisen mallin méaérittelysta

@ Lineaarisen mallin ma3aritelm& voidaan perustaa yhtiloon
Yi = ,leil + - +ﬁpX,'p+€,'

= X:-ﬁ—f—&,', i=1,..,n,
jossa Y; on havaittava sm, x; = [xj1 - -+ Xjp|’ on havaittava ja

ei-satunnainen (eli kiinteitd), &; on ei-havaittava sm ja ,Bl, ...,,Bp ovat
tuntemattomia parametreja.

@ ¢ on ns. virhe(termi) eli se osa Y; st&, jota mallin systemaattinen osa
tai rakenne B;xj; + - + ,Bpx,-p ei kykyne selittamaan.

o Tilastollista mallia varten oletetaan

e1,.nen || . & ~N(0,0%) & Y1, Y, || Yi~N(xiB07)
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Yleinen lineaarinen malli

Yhteenveto lineaarisen mallin méaérittelysta

o Mallin matriisiesitys

Y1 X11 ot Xip B4 €1
— o+
Y, Xnl *°* Xnp ,Bp En
eli
Y =XB+e,
jossa e1,..e, || , & ~N (0,0%) < e~N(0,0%,).

@ Nyt malli voidaan maaritelld lyhyesti kirjoittamalla
Y ~N(XB,c°l,), BERP, ¢ >0.

o Lisdoletus: Matriisi X (n x p) tdyttd sarakeastetta eli r (X) = p.
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Yleinen lineaarinen malli

Yhteenveto lineaarisen mallin méaérittelysta

@ Lineaarinen malli voidaan siis maaritelld kahdella yhtapitavalla tavalla:
(1)  Y~N(XB,?l,), BER’, ¢*>0.
tai
(2) Y. || Yi~N(xB.o?), BER?, ¢°>0
@ Uskottavuusfunktio voidaan johtaa kumpaa tahansa kidyttden.

o Lisdoletus, ettd matriisi X (n X p) on tdytts sarakeastetta eli
r (X) = p ei vaikuta uskottavuusfunktion johtoon.
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