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Huom.: Helatorstain takia laskuharjoitukset pidetään vain perjantaina
10-12. Jos et pääse laskuharjoituksiin, voit toimittaa ratkaisut sähköpos-
titse laskuharjoitusten pitäjälle (petri.t.aaltonen@helsinki.fi).

1. Tarkastellaan mallia

Yi = β1 + β2xi1 + β3xi2 + εi, i = 1, ..., n,

jossa ε1, ..., εn ∼ N
(
0, σ2

)
‖ . Merkitsemällä x̄j = n−1

∑n
i=1 xij , j = 1, 2, ja α =

β1 + β2x̄1 + β3x̄2 voidaan malliyhtälö kirjoittaa muodossa

Yi = α+ β2(xi1 − x̄1) + β3(xi2 − x̄2) + εi, i = 1, ..., n.

(i) Osoita, että parametrin β2 PNS-estimaattorin varianssi on

Var(β̂2) =
σ2∑n

i=1 (xi1 − x̄1)2
(
1− r212

) ,
jossa r12 on selittäjien xi1 ja xi2, i = 1, ..., n, välinen otoskorrelaatiokerroin (ks. HT
5.3 tai monisteen alaviite 10, s. 11).

(ii) Muodosta 100(1− α)%:n luottamusväli parametrille β2. Mitä tälle luottamusvälille
tapahtuu, kun selittäjien x1 ja x2 välinen korrelaatio kasvaa?

2. Jatkoa HT:lle 4.3, jossa tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Yi = Xiβi+εi, εi ∼ Nni
(
0, σ2Ini

)
, ε1 ‖ ε2, βi∈ Rp, σ2> 0, r (Xi) = p, i = 1, 2.

(i) Muodosta 100(1− α)%:n luottamusväli parametrivektorin β1 lineaarikombinaati-
olle a′β1 (a = [a1 · · · ap]′ 6= 0) käyttäen HT:n 4.3 ratkaisussa esitettyä yhdistettyä
mallia.
(ii) Luottamusväli lineaarikombinaatiolle a′β1 voidaan muodostaa myös käyttäen en-
simmäistä mallia Y1 = X1β1+ε1, ε1 ∼ Nni

(
0, σ2Ini

)
, r (Xi) = p. Miten tämä luot-

tamusväli eroaa edellisessä kohdassa saadusta luottamusvälistä vai eroaako lainkaan?

3. Jatkoa HT:lle 4.4, jossa tarkastellaan edellisen tehtävän mallia ehdolla β1 = β2.
Muodosta 100(1− α)%:n luottamusväli parametrivektorin β1 lineaarikombinaatiolle
a′β1 (a = [a1 · · · ap]′ 6= 0) käyttäen molempia malleja ja olettaen, että rajoite β1 =

β2 on voimassa.

4. Oletetaan, että tavanomaisessa lineaarisessa mallissa Y ∼ N
(
Xβ, σ2In

)
(β ∈ Rp,

σ2> 0, r (X) = p) selittäjät ovat ortogonaalisia eli X′X on diagonaalimatriisi. Johda
parametrin βj PNS-estimaatti, t-testisuure hypoteesille H : βj = 0 ja 100(1− α)%:n
luottamusväli parametrille βj (= β:n j. komponentti). Miten nämä muuttuvat, jos
mallista poistetaan joku selittäjistä xk (k 6= j)?



5. Oletetaan, että edellisessä tehtävässä p = 3, jolloin X on n × 3 matriisi ja β =

(β1, β2, β3).

(i) Johda testi hypoteesille H : β1 = β2 = β3.

(ii) Oletetaan, että hypoteesi H on tullut hylätyksi. Muodosta 100(1− α)%:n luot-
tamusväli erotukselle β1 − β2. Miten tulkitset tilannetta, jossa luottamusväli on
(−0.8, 1.2)?


