Lineaariset mallit, kl 2016, Harjoitus 4, viikko 16
1. Tarkastellaan (t#ysiasteista) lineaarista mallia

Yi=p1xin + -+ Bpxip +&i, i=1,..,n, (1)

€1,-6n || & ~N (O,wiaz) ,

jossa wy, ..., wy ovat tunnettuja positiivisia reaalilukuja. Méirittelemélld diagonaali-
matriisi W = diag [wy -+ wy] (ks. monisteen s. 47) ndhdéén, ettd kysymyksessd on
tehtéivin 3.5 mallin erikoistapaus, jossa kovarianssimatriisi ¥ = 02W.

(i) Muunna malliyht#lod (1) niin, ettd paddyt tavanomaiset oletukset toteuttavaan
lineaariseen malliin, jonka parametrit ovat 3 = (ﬁl, e Bp) ja o2

(ii) Esité kohdassa (i) saamasi muunnettu malli matriisimuodossa ja pédttele kurssilla
esitettyji tuloksia soveltaen mitki ovat parametrien 3 ja o2 SU-estimaatit.

(iii) Kdyttiden kohdassa (i) saamaasi muunnettua mallia ja Lausetta 2.1 selvitd para-
metrien B ja 02 SU-estimaattorien todenniikoisyysjakaumat.

Huom.: Yksi (joskaan ei ainoa) tapa esitt#isi parametrien 3 ja 02 SU-estimaatit on

B=XWIX)'X'Wly ja 6= %(y ~XB) W (y - XB),
jossay = [y1 -+ yn) ja X = [z5] (i=1,..,n,j=1,..,p). Niin saatu B esti-
maatti tunnetaan painotettuna PNS-estimaattina. Luvut w; tunnetaan esimerkiksi,
kun selitettdvin muuttujan havainnot ovat keskiarvotietoja eli y; on keskiarvo n;:sté
riippumattomasta havainnosta, joiden vaihtelu on saman kokoista. Télloin w; = 1/n;
(vrt. otoskeskiarvon varianssi riippumattomien samoin jakautuneiden havaintojen
tapauksessa). Joissakin tapauksissa virhevarianssin voidaan olettaa olevan verran-
nollinen (positiivisarvoisen) selittdjin x; kanssa, jolloin w; = x;; (témén oletuksen

realistisuutta voidaan tutkia sen jélkeen, kun mallin parametrit on estimoitu).
2. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

N (,u1,02) , kuni=1,...,nq

Yi,....Y, Y, ~
Ly fn l’ ! {N(,uz,az), kuni=mny+1,...,m1 +n2o=n

(pq, o €R, 02 >0, ny, ng > 1).

(i) Harjoitustehtivin 3.2 ratkaisusta saadaan parametrin g = [11; 5]’ PNS-estimaattori
it ja sen todenniikoisyysjakauma. Miki on parametrin o2 harhaton estimaattori ja
sen jakauma?

(ii) Estimoi parametrit u; ja pq ehdolla py = ps ja selvitd pi:n (ja pgm) rajoite-
tun PNS-estimaattorin jakauma. Miké on téssi tapauksessa parametrin o2 harhaton
estimaattori ja sen jakauma? (Monisteen s. 16-17 esitetyisté estimointitavoista kan-
nattaa etsiéi yksinkertaisinta.)



3. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Y; = X;B;+ei, € ~Np, (0,0%L,,), e1 || €2, BieRP, 6°>0,r(X;) =p, i=1,2.

Muodosta néisté matriiseja kilyttien yksi malli ja esiti parametrin 8 = [,6'1 B’Q]/
PNS-estimaattorin 8 = [Bll ,@,2]’ jakauma. Ovatko PNS-estimaattorit Bl ja [3’2 riip-
pumattomia?

Aputulos: Jos A ja B ovat episingulaarisia nelimatriiseja, niin
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4. Jatkoa edelliselle. Estimoi parametri 8 = [3] 3]’ ehdolla B, = B,. Miki on B;:n
(ja By:n) rajoitetun PNS-estimaattorin jakauma? (Tésséd on kdytdinnon kannalta
oletuksena, ettid rajoite B; = By on muuttujien luonne huomioon ottaen mielekés,
mikd on mahdollisesti todettu myos formaalissa testauksessa. Tisséikin tapauksessa
monisteen s. 16-17 esitetyisté estimointitavoista kannattaa etsié yksinkertaisinta.)

5. Tarkastellaan tehtévin 3 mallin erikoistapauksena kahta riippumatonta yhden
selittdjian lineaarista regressiomallia

N (Bl + Bin,UZ) , kuni=1,...,nq

Yi,....Y, Y; ~
Lo l’ ‘ {N(B3+B4xi,02), kuni=mn;+1,...,n1 +ng = n.

(i) Muotoile tilanne lineaarisena mallina kéiyttien matriiseja.

(ii) Asetetaan parametreja 35 ja [, sitova rajoite Sy = (4. Ilmaise tdmi rajoite
matriisimuodossa kiyttien monisteen yhtilsitd (2.7) (AB = ¢) ja (2.9) (3 = Co+d).
(iii) Esité rajoitetun PNS-estimaatin lauseke, kun rajoite 55 = 5, muotoillaan yhtélon
(2.9) mukaisesti.

(iv) Pohdi rajoitteen 35 = 3, tulkintaa, kun selitettdvd muuttuja on laskirien kuukausi-
palkka, selittdvd muuttuja on tydvuosien méiira ja sukupuoli médrias ryhméjaon.



