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1. Tarkastellaan (täysiasteista) lineaarista mallia

Yi = β1xi1 + · · ·+ βpxip + εi, i = 1, ..., n, (1)

ε1, ..., εn ‖ , εi ∼ N
(
0, wiσ

2
)
,

jossa w1, ..., wn ovat tunnettuja positiivisia reaalilukuja. Määrittelemällä diagonaali-
matriisi W = diag [w1 · · · wn] (ks. monisteen s. 47) nähdään, että kysymyksessä on
tehtävän 3.5 mallin erikoistapaus, jossa kovarianssimatriisi Σ = σ2W.

(i) Muunna malliyhtälöä (1) niin, että päädyt tavanomaiset oletukset toteuttavaan
lineaariseen malliin, jonka parametrit ovat β =

(
β1, ..., βp

)
ja σ2.

(ii) Esitä kohdassa (i) saamasi muunnettu malli matriisimuodossa ja päättele kurssilla
esitettyjä tuloksia soveltaen mitkä ovat parametrien β ja σ2 SU-estimaatit.

(iii) Käyttäen kohdassa (i) saamaasi muunnettua mallia ja Lausetta 2.1 selvitä para-
metrien β ja σ2 SU-estimaattorien todennäköisyysjakaumat.

Huom.: Yksi (joskaan ei ainoa) tapa esittää parametrien β ja σ2 SU-estimaatit on

β̂ = (X′W−1X)−1X′W−1y ja σ̂2 =
1

n
(y −Xβ̂)

′
W−1(y −Xβ̂),

jossa y = [y1 · · · yn]′ ja X = [xij ] (i = 1, ..., n, j = 1, ..., p). Näin saatu β:n esti-
maatti tunnetaan painotettuna PNS-estimaattina. Luvut wi tunnetaan esimerkiksi,
kun selitettävän muuttujan havainnot ovat keskiarvotietoja eli yi on keskiarvo ni:stä
riippumattomasta havainnosta, joiden vaihtelu on saman kokoista. Tällöin wi = 1/ni
(vrt. otoskeskiarvon varianssi riippumattomien samoin jakautuneiden havaintojen
tapauksessa). Joissakin tapauksissa virhevarianssin voidaan olettaa olevan verran-
nollinen (positiivisarvoisen) selittäjän xj kanssa, jolloin wi = xij (tämän oletuksen
realistisuutta voidaan tutkia sen jälkeen, kun mallin parametrit on estimoitu).

2. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

Y1, ..., Yn ‖ , Yi ∼
{
N
(
µ1, σ

2
)
, kun i = 1, ..., n1

N
(
µ2, σ

2
)
, kun i = n1 + 1, ..., n1 + n2 = n

(µ1, µ2 ∈ R, σ2 > 0, n1, n2 > 1).
(i) Harjoitustehtävän 3.2 ratkaisusta saadaan parametrin µ = [µ1 µ2]

′ PNS-estimaattori
µ̂ ja sen todennäköisyysjakauma. Mikä on parametrin σ2 harhaton estimaattori ja
sen jakauma?

(ii) Estimoi parametrit µ1 ja µ2 ehdolla µ1 = µ2 ja selvitä µ1:n (ja µ2:n) rajoite-
tun PNS-estimaattorin jakauma. Mikä on tässä tapauksessa parametrin σ2 harhaton
estimaattori ja sen jakauma? (Monisteen s. 16-17 esitetyistä estimointitavoista kan-
nattaa etsiä yksinkertaisinta.)



3. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Yi = Xiβi+εi, εi ∼ Nni
(
0, σ2Ini

)
, ε1 ‖ ε2, βi∈ Rp, σ2> 0, r (Xi) = p, i = 1, 2.

Muodosta näistä matriiseja käyttäen yksi malli ja esitä parametrin β =
[
β′1 β′2

]′
PNS-estimaattorin β̂ = [β̂

′
1 β̂

′
2]
′ jakauma. Ovatko PNS-estimaattorit β̂1 ja β̂2 riip-

pumattomia?

Aputulos: Jos A ja B ovat epäsingulaarisia neliömatriiseja, niin[
A 0

0 B

]−1
=

[
A−1 0

0 B−1

]
.

4. Jatkoa edelliselle. Estimoi parametri β =
[
β′1 β′2

]′ ehdolla β1 = β2. Mikä on β1:n
(ja β2:n) rajoitetun PNS-estimaattorin jakauma? (Tässä on käytännön kannalta
oletuksena, että rajoite β1 = β2 on muuttujien luonne huomioon ottaen mielekäs,
mikä on mahdollisesti todettu myös formaalissa testauksessa. Tässäkin tapauksessa
monisteen s. 16-17 esitetyistä estimointitavoista kannattaa etsiä yksinkertaisinta.)

5. Tarkastellaan tehtävän 3 mallin erikoistapauksena kahta riippumatonta yhden
selittäjän lineaarista regressiomallia

Y1, ..., Yn ‖ , Yi ∼
{
N
(
β1 + β2xi, σ

2
)
, kun i = 1, ..., n1

N
(
β3 + β4xi, σ

2
)
, kun i = n1 + 1, ..., n1 + n2 = n.

(i) Muotoile tilanne lineaarisena mallina käyttäen matriiseja.

(ii) Asetetaan parametreja β2 ja β4 sitova rajoite β2 = β4. Ilmaise tämä rajoite
matriisimuodossa käyttäen monisteen yhtälöitä (2.7) (Aβ = c) ja (2.9) (β = Cφ+d).

(iii) Esitä rajoitetun PNS-estimaatin lauseke, kun rajoite β2 = β4 muotoillaan yhtälön
(2.9) mukaisesti.

(iv) Pohdi rajoitteen β2 = β4 tulkintaa, kun selitettävä muuttuja on lääkärien kuukausi-
palkka, selittävä muuttuja on työvuosien määrä ja sukupuoli määrää ryhmäjaon.


