
Kompleksianalyysi I kurssin jatkokurssi: Modellösningar 1

1. Sök Laurentserierna för följande funktioner kring givet centrum. Be-
stäm konvergensomr̊ade.

(a) f(z) = ((z + 1)2 + 1) sin
1

z + 1
och z0 = −1

(b) f(z) =
z − sin z

z3
och z0 = 0

(c) f(z) =
z

(z + 1)(z + 2)
och z0 = −2 .

Lösningar 1. (a) Vi minns att sin(x) =
∑∞

k=0
(−1)kx1+2k

(1+2k)!
och skriver

x = 1
z+1

. Nu f̊ar vi

f(z) =
(
(z + 1)2 + 1

)
sin

(
1

z + 1

)
=
(
(z + 1)2 + 1

)( 1

z + 1
− 1

3!(z + 1)3
+

1

5!(z + 1)5
− 1

7!(z + 1)7
+− . . .

)
=

(z + 1)2

z + 1
− (z + 1)2

3!(z + 1)3
+

(z + 1)2

5!(z + 1)5
− (z + 1)2

7!(z + 1)7
+− . . .

+
1

z + 1
− 1

3!(z + 1)3
+

1

5!(z + 1)5
− 1

7!(z + 1)7
+− . . .

= (z + 1) +
5

6

1

z + 1
− 19

120

1

(z + 1)3
+

41

5040

1

(z + 1)5
−+ . . .

Serien konvergerar ∀z ∈ C\{−1}.

(b) Vi gör p̊a samma sätt som i (a)-delen och använder sinusfunktionens
serieutveckling:

f(z) =
z − sin(z)

z3

=
1

z3

(
z −

(
z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+− . . .

))
=

1

z3

(
z3

3!
− z5

5!
+

z7

7!
−+ . . .

)
=

1

3!
− z2

5!
+

z4

7!
−+ . . .
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Serien konvergerar ∀z ∈ C.

(c) Vi betecknar z + 2 = u och f̊ar:

f(z) =
z

(z + 1)(z + 2)

=
u− 2

(u− 1)u
=

2− u

u
· 1

1− u

=
2− u

u

(
1 + u + u2 + . . .

)
= (2− u)

(
1

u
+ 1 + u + . . .

)
=

2

u
+ 2 + 2u + . . .− 1− u− u2 − . . .

=
2

u
+ 1 + u + u2 + . . .

=
2

z + 2
+ 1 + (z + 2) + (z + 2)2 + . . .

Serien konvergerar för alla z, s̊a att 0 < |z + 2| < 1.

2.

Lösningar 2. Flyttad en vecka fram̊at.

3. L̊at konvergensradien för potensserien
∑∞

n=0 anz
n vara R och konver-

gensradien för potensserien
∑∞

n=1 bnz
n vara r, där rR > 1. Vi definierar

an = b−n, d̊a n < 0. Visa att därmed konvergerar serien
∑∞

n=−∞ anz
n

likformigt i ringens {z : 1/r < |z| < R} kompakta delmängder.

Lösningar 3. L̊at K ⊂ {z : 1
r
< |z| < R} vara kompakt. Vi väljer

s̊adana r′ > 0 och R′ > 0, att

1

r
<

1

r′
< |z| < R′ < R ∀z ∈ K.

Därefter betraktar vi delsumman

SN(z) =
∑
|n|<N

anz
n, kun z ∈ K.

Serien konvergerar likformigt om och endast om

sup
z∈K

∣∣∣∣∣SN(z)−
∞∑

n=−∞

anz
n

∣∣∣∣∣ −→ 0 kun N →∞.
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Vi f̊ar

sup
z∈K

∣∣∣∣∣SN(z)−
∞∑

n=−∞

anz
n

∣∣∣∣∣ = sup
z∈K

∣∣∣∣∣∣
∑
|n|≥N

anz
n

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

z∈K

∞∑
n=N

(
|anzn|+ |a−nz−n|

)
= sup

z∈K

∞∑
n=N

(
|anzn|+ |bnz−n|

)
≤

∞∑
n=N

(|an||R′|n + |bn||r′|n) −→ 0 kun N →∞.

Serien konvergerar allts̊a likformigt.

�

4. Sök funktionens

f(z) =
1

2− 3z + z2

Laurentserie i ringen

(a) {z : 1 < |z| < 2}
(b) {z :

√
2 < |z + i| <

√
5} .

Lösningar 4. (a) Fallet z ∈ {z : 1 < |z| < 2}.
Vi använder partialbr̊aksuppdelning för att f̊a f(z) p̊a formen

f(z) =
1

2− 3z + z2
=

1

1− z
− 1

2− z
.

Vi märker att
1

1− z
= −1

z

1

1− 1
z

,

och använder den geometriska serien i fallet |1/z| < 1, allts̊a d̊a |z| > 1:

1

1− z
= −1

z

∞∑
n=0

(
1

z

)
= −

∞∑
n=0

1

zn+1
= −

−1∑
n=−∞

zn.
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Till följande märker vi att

1

2− z
=

1

2

1

1− z
2

,

och med hjälp av den geometriska serien i fallet |z/2| < 1, allts̊a d̊a
|z| < 2, f̊ar vi:

1

2

1

1− z
2

=
1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
=
∞∑
n=0

2−n−1zn.

Nu följer att

1

2− 3z + z2
= −

−1∑
n=−∞

zn −
∞∑
n=0

2−n−1zn

= . . .− 1

z2
− 1

z
− 1

2
− z

4
− z2

8
− . . . ,

vilket är Laurentserien i ringen {z : 1 < |z| < 2}.

(b) Fallet z ∈ {z :
√

2 < |z + i| <
√

5}.
Vi använder först partialbr̊aksuppdelning p̊a samma sätt som i (a)-fallet
och märker sedan att

1

1− z
=

1

(1 + i)− (z + i)
= − 1

z + i

1

1−
(

1 + i

z + i

) .

Eftersom vi enligt uppgiftsbeskrivningen har

∣∣∣∣1 + i

z + i

∣∣∣∣ =

√
2

|z + i|
< 1, kan
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vi igen använda den geometriska serien:

1

1− z
= − 1

z + i

1

1−
(

1 + i

z + i

) = − 1

z + i

∞∑
n=0

(
1 + i

z + i

)n

= − 1

z + i

0∑
n=−∞

(
z + i

1 + i

)n

= −
0∑

n=−∞

(1 + i)−n(z + i)n−1

= −
−1∑

n=−∞

(1 + i)−n−1(z + i)n.

P̊a samma sätt som i det första fallet f̊ar vi därefter

1

2− z
=

1

(2 + i)− (z + i)
=

1

2 + i

1

1−
(
z + i

2 + i

) .

Enligt uppgiftsbeskrivningen har vi

∣∣∣∣z + i

2 + i

∣∣∣∣ =
|z + i|√

5
< 1, s̊a vi kan

använda den geometriska serien:

1

2− z
=

1

2 + i

1

1−
(
z + i

2 + i

) =
1

2 + i

∞∑
n=0

(
z + i

2 + i

)n

=
∞∑
n=0

(2 + i)−n−1(z + i)n.

Nu följer att

1

2− 3z + z2
= −

−1∑
n=−∞

(1 + i)−n−1(z + i)n −
∞∑
n=0

(2 + i)−n−1(z + i)n

= . . .− 1 + i

(z + 1)2
− 1

z + i
− 1

2 + i
− (z + i)

(2 + i)2
− (z + i)2

(2 + i)3
− . . . ,

vilket är Laurentserien i ringen {z :
√

2 < |z + i| <
√

5}.
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