Algebra I1

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2016

Harjoitus 12

Tehtavista keskustellaan keskiviikon tapaamisessa 4.5.
Ratkaisujen laatijat laittavat ratkaisuehdotuksensa Moodleen viimeistaan tiistaina 3.5. ja korjatut
ratkaisuehdotukset viimeistaan tiistaina 10.5.

Vapaat ryhmat

109. Tutkitaan ryhméi G = {a,b | a* = 1, b* = a?, ba = a®b).
(a) Kirjota alkiot abab ja b*a=3b muodossa a"b™, missé n,m € N.
(

)
b) Montako alkiota ryhméssd G on korkeintaan?
(¢) Kirjoita ryhmén G kertotaulu.

)

(d) Kuinka monta alkiota ryhméssa G on?
Lisdtehtdvd: Minka tutun ryhmén kertotaulu on kyseessa?

110. Osoita, etté
D, = <31,52 | 53, 53, (5132)">.
111. (a) Milta nayttavat ryhmén Zy @ Zg alkiot? Mikd on ryhmén laskutoimitus?
(b) Ovatko ryhmét Zy & Z1s ja Zy ® Zg isomorfiset?

112. Kuinka monta 20 alkion vaihdannaista ryhméa on olemassa?

Ratkeavat ryhmat
113. Osoita, etta seuraavat ryhmaét ovat ratkeavia:

(a) Ryhmé, jonka kertaluku on 1.

(b) Ryhmat, joiden kertaluku on 2, 3, 5, tai 7.
(c) Ryhmat, joiden kertaluku on 4.
(d)

(e) Ryhmat, joiden kertaluku on 8 tai 9.

Ryhmét, joiden kertaluku on 6 tai 10.

Olet nyt osoittanut, ettd kaikki ryhmaét, joiden kertaluku on korkeintaan 10, ovat ratkeavia.

Lisaa tehtavia ryhmista
Valitse seuraavista tehtavistd kolme. Jaljelle jaava tehtava on yliméardinen tehtava.

114. Tarkastellaan niin kutsuttua viidentoista pelid. Siind 4 x 4-kehikkoon on asetettu viisitoista
numeroitua neliotd. Neliot voivat liikkua toistensa suhteen niin, etta tyhjan paikan vierella
oleva nelio siirretdan tyhjaan paikkaan. Peli ratkaistaan jarjestamaélla neliot numerojarjestyk-
seen vasemmalta oikealle ja ylhdalta alas niin, etta tyhjd nelio on oikeassa alalaidassa.

Osoita, ettd oheisessa kuvassa esitetty asema on mahdoton ratkaista. (Kayta tarvittaessa
tehtavipaperin lopussa olevaa vihjetta.)



10 6 7 8

13 5 15

115. Keksi ryhméan Sy esitys, jossa kdytat kolmea virittdjad, joiden kaikkien kertaluku on kaksi.
(Kayta tarvittaessa tehtavipaperin lopussa olevaa vihjetté.)

116. Kirjoita ryhma Zgs aérelisviritteisten vaihdannaisten ryhmien peruslauseen antamassa muo-

dossa.

117. Tee ainakin toinen seuraavista:

(a) Osoita, ettd ratkeavan ryhmén aliryhmét ovat ratkeavia.

(b) Osoita, ettd ratkeavien ryhmien &érellinen suora summa on ratkeava.

Vihje tehtdvddn 114: Kéasittele vain sellaisia asemia, joissa tyhjd ruutu on oieassa alakulmassa. Jo-
kainen siirto, joka johtaa yhdesta téllaisesta asemasta toiseen, voidaan kirjoittaa permutaationa.

Maarita tallaisen permutaation etumerkki.

Vihje tehtdvddn 115: Valitse virittdjat s; = (12), so = (23) ja s3 = (34).



