
HY Todennäköisyysteoria II, syksy 2014, kotitentti (12.12.2014)

Tehtävissä, kaikki satunnaismuuttujat elävät todennäköisyysavaruudessa
(Ω,F , P ).

1. Olkoon satunnaismuuttuja X(ω) > 0 P -melkein varmasti ja K > 0
(deterministinen). Osoita

EP
(
X1(X > K)

)
=

∫ ∞
K

P (X > t)dt+KP (X > t)

Ratkaisu. Tiedetään, että millä tahansa P -melkein varmasti epänega-
tiivisella satunnaismuuttujalla Y pätee

EP (Y ) =

∫ ∞
0

P (Y > t)dt.

Täten

EP
(
X1(X > K)

)
=

∫ ∞
0

P (X1(X > K) > t)dt

=

∫ ∞
K

P (X1(X > K) > t)dt+

∫ K

0

P (X1(X > K) > t)dt

=

∫ ∞
K

P (X > t)dt+

∫ K

0

P (X > K)dt

=

∫ ∞
K

P (X > t)dt+KP (X > K).

2. Osoita jos |Xn|
P→ 0 stokastisen konvergenssin mielessä, ja

lim
n→∞

sup
n
EP
(
|Xn|1(|Xn| > K)

)
= 0

siitä seuraa E(|Xn|)→ 0.

Ratkaisu. Edellisen tehtävän perusteella

EP (|Xn|) =

∫ ∞
0

P (|Xn| > t)dt

=

∫ K

0

P (|Xn| > t)dt+

∫ ∞
K

P (|Xn| > t)dt

=

∫ K

0

P (|Xn| > t)dt+ EP
(
|Xn|1(|Xn| > K)

)
−KP (|Xn| > K).
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Nyt oletuksen perusteella

lim sup
n→∞

EP
(
|Xn|1(|Xn| > K)

)
= 0,

stokastisen konvergenssin perusteella

lim sup
n→∞

KP (|Xn| > K) = 0

ja käänteisen Fatoun lemman ja stokastisen konvergenssin perusteella

0 ≤ lim sup
n→∞

∫ K

0

P (|Xn| > t)dt ≤
∫ K

0

lim sup
n→∞

P (|Xn| > t)dt = 0.

Siispä
lim sup
n→∞

EP (|Xn|) = 0,

mikä odotusarvojen EP (|Xn|) positiivisuuden perusteella tarkoittaa si-
tä, että

lim
n→∞

EP (|Xn|) = 0.

3. Matemaatiisessa rahoitusteoriassa on tapana mallittaa osakkeen arvo
S(ω) hetkellä t > 0 log-normalisella jakaumalla, siis

St(ω) = S0 exp

(
σ
√
tG(ω)− 1

2
σ2t

)
jossa S0 > 0 on osakkeen arvo hetkellä 0 ja G(ω) ∼ N (0, 1), eli P :n
suhteen G(ω) on standardi gaussinen jolla

P (G ≤ x) =

∫ x

−∞
γ(y)dy, γ(y) =

exp(−y2/2)√
2π

Eurooppalainen optio on satunaissmuuttuja H(ω) = h(St(ω)), jossa
x 7→ h(x) on mitallinen.

Option hinta hetkellä 0 on odotusarvo c(t, S0, θ) := EP (h(St)) tietyn
riskineutraali todennäköisyysmitan P suhteen.

(a) Oleta ensin että x 7→ h(x) on derivoituva ja osoita että saa viedä
derivaattoja parametrien suhteen odotusarvon sisään, derivaatto-
jen tasaisen integroivuuden nojaten, ja c(t, S0, σ) on derivoituva
parametrien t, S0 ja σ:n suhteen,
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(b) Osoita että c(t, S0, σ) on derivoituva parametrien t, S0 ja σ:n suh-
teen, myös silloin h(x) ei olisi derivoituva, joillakin tasaisen in-
tegroivuuden oletuksilla.
Vihjeet

c(t, S0, σ) =

∫
R
h
(
exp
(
logS0 −

1

2
σ2t+ σ

√
ty
))
γ(y)dy

=
1

σ
√
t

∫
R
h
(
exp(x)

)
γ
(
x− logS0 −

1

2
σ2t
)
dx

muuttujan vaihdolla x = logS0 − 1
2
σ2t+ σy

√
t.

Muista myös d
dx
γ(x) = −xγ(x).

(c) Laske c(t, S0, σ), ∂c(t,S0,σ)
∂t

, ∂c(t,S0,σ)
∂S0

, ∂c(t,S0,σ)
∂σ

,
silloin kun h(x) = (x − K)+ ja h(x) = (x − K)−, K > 0, jossa
x± = max{±x, 0}.
Vihje yhtälö nimeltä osto-myynti pariteetti pätee

S(ω)−K =
(
S(ω)−K)+ − (K − S(ω))+

(
St(ω) −K

)+ kutsutaan eurooppalaiseksi osto-optioksi joka antaa oi-
keus mutta ei velvollisuutta ostaa yhden osakkeen maturiteetti hetkellä
t ennalta sovitulla hinnalla K. Jos markkinahinta S(ω) on maturitee-
tin hetkellä korkeampi kun K, option haltija lunastaa optionsa, ostaa
osakkeen hinnalla K ja kun myy heti sen pois saa voittoa

(
St(ω)−K

)+.
Jos S ≤ K, osto-optio on silloin arvoton,

Vastaavasti
(
St(ω)−K

)− kutsutaan eurooppalainen myyntioptioksi.Tämän
option haltijalla on oikeus (mutta ei velvollisuus) myydä maturiteettin
hetkellä t yhden osakkeen ennalta sovitulla hinnalla K.

Ratkaisu. (a) Halutaan käyttää Lemmaa 8.0.3. On siis osoitettava,
että Dth(St(ω)), DS0h(St(ω)) ja Dσh(St(ω)) ovat tasaisesti integroitu-
via joillakin väleillä, jotta voidaan käyttää kyseistä lemmaa. Aloite-
taan muuttujasta t. Olkoon 0 < t < a jollakin a > 0. Käytetään
tasaisen integroituvuuden karakterisaatiota, jonka mukaan kokoelma
satunnaismuuttujia on tasaisesti integroituva, jos kokoelman jäsenten
Lp-normeille on olemassa yläraja jollakin p > 1. Luonnollinen valinta
on p = 2. Tällöin laskemalla derivaatta auki ja käyttämällä Hölderin
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epäyhtälöä,

‖ Dth(St) ‖2 =‖ h′(St)St
(
σG

2
√
t
− σ2

2

)
‖2

≤‖ h′(St) ‖4‖ St
(
σG

2
√
t
− σ2

2

)
‖4

≤‖ h′(St) ‖4‖ St ‖8‖
σG

2
√
t
− σ2

2
‖8 .

Keskimmäinen termi on

‖ St ‖8 = S0e
− 1

2
σ2t(EP (e8σ

√
tG))1/8

= S0e
− 1

2
σ2te4σ1/4t1/8

≤ S0e
4σ1/4a1/8

jossa toinen epäyhtälö seuraa havainnosta, että odotusarvo normaali-
jakauman momenttifunktio ja käyttämällä kaavaa tälle funktiolle. Kes-
kimmäinen termi on siis rajoitettu. Tutkitaan seuraavaksi tulon kol-
matta termiä. Tähän voidaan käyttää Minkowskin epäyhtälöä,

‖ σG
2
√
t
− σ2

2
‖8≤‖

σG

2
√
t
‖8 + ‖ σ

2

2
‖8=

σ

2
√
t
‖ G ‖8 +

σ2

2
,

joista termeistä jälkimmäinen on tietenkin rajoitettu. Ensimmäinen
termi on myöskin rajoitettu, sillä normaalijakauman momenttien pe-
rusteella ‖ G ‖8= 1051/8. Siispä tulon kolmaskin termi on rajoitettu.

Jotta ensimmäinen termi olisi rajoitettu, täytyy olettaa jotakin, esi-
merkiksi, että h on rajoitettu funktio.

Tällöin voidaan sitten soveltaa Lemmaa 8.0.3, kun 0 < t < a, sillä
lemman muut oletukset ovat voimassa.

Toisille muuttujille S0 ja σ tasainen integroituvuus nähdään samoin.
Itseasiassa tämä on hiukan helpompaa. S0:lle:

‖ DS0h(St)) ‖2≤ e−
1
2
σ2 ‖ h′(St) ‖4‖ eσ

√
tG ‖4,

joka nähdään samalla tavalla ja vastaavilla oletuksilla rajoitetuksi ku-
ten t:n ollessa integroitava muuttuja. Vastaavasti σ:lle:

‖ Dσh(St)) ‖2≤‖ h′(St) ‖4‖ St ‖8‖
√
tG− σt ‖8,

joka sekin havaitaan rajoitetuksi.

4



Siispä derivaatat kaikkien muuttujien suhteen voidaan viedä integraalin
sisälle kaikkialla sopivilla väleillä.

(b) Hyödynnetään vihjettä, joka mahdollistaa derivaatan tarkastelemi-
sen derivoimatta funktiota h. Lasketaan ensin t:lle:∫

R
h(ex)Dt

1

σ
√
t
γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

=

∫
R
h(ex)(− 1

2σt−
3
2

γ(x− logS0 −
1

2
σ2t)

+
σ

2
√
t
(x− logS0 −

1

2
σ2t)γ(x− logS0 −

1

2
σ2t))dx

= − 1

2t2

∫
R
h(ex)

1

σ
√
t
γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

− σ2

2

∫
R
h(ex)

1

σ
√
t

(
logS0 +

1

2
σ2t

)
γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

+
σ2

2

∫
R
h(ex)xγ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

=
σ2

2
EP (h(St)G)−

(
1

2t2
+
σ2 logS0

2
+
σ4t

4

)
EP (h(St))

=

∫
R

(
σ2

2
h(St)x−

(
1

2t2
+
σ2 logS0

2
+
σ4t

4

)
h(St)

)
γ(x)dx.

Kuten a-kohdassa, voidaan L2-normin avulla osoittaa, että integraalin
sisällä olevien satunnaismuuttujien kokoelma on tasaisesti integroituva,
kun t on jollakin sopivalla välillä (0 < t < a) ja tehdään jokin sopiva ra-
joittuneisuusoletus funktiosta h. Siispä derivaatta t:n suhteen voidaan
siirtää odotusarvon sisään, vaikkei h olisikaan derivoituva. Vastaavasti
ottamalla muuttujiksi S0 tai σ, saadaan∫
R
h(ex)

1

σ
√
t
DS0γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

=

∫
R
h(ex)

1

σ
√
t

x− logS0 − 1
2
σ2t

S0

γ(x− logS0 −
1

2
σ2t)dx,∫

R
h(ex)

1

D σ
σ
√
tγ(x− logS0 −

1

2
σ2t)dx

=

∫
R
h(ex)

(
1√
t
γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)− 1

σ2
√
t
γ(x− logS0 −

1

2
σ2t)

)
dx,

joista voidaan jatkaa vastaavasti kuin t:n tapauksessa.
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(c) Olkoon h(x) = (x−K)+. Tällöin

EP (h(St)) =

∫
R

max(S0e
σ
√
tx− 1

2
σ2t −K, 0)γ(x)dx

=

∫ ∞
a

(S0e
σ
√
tx− 1

2
σ2t −K)γ(x)dx,

missä a alaraja, jolloin

S0e
σ
√
tx− 1

2
σ2t > K.

Helposti lasketaan, että

a =
1

σ
√
t

log
Ke

1
2
σ2t

S0

.

Siispä, ottamalla käyttöön merkintä Φ normaalijakauman kertymäfunk-
tiolle sekä täydentämällä neliö eksponentissa,

EP (h(St)) = S0e
− 1

2
σ2t

∫ ∞
a

eσ
√
txγ(x)dx−K

∫ ∞
a

γ(x)dx

= S0e
− 1

2
σ2t

∫ ∞
a

eσ
√
txγ(x)dx− (1− Φ(a))K

= S0e
− 1

2
σ2t

∫ ∞
a

γ(x− σ
√
t)e(σ2t)/2dx− (1− Φ(a))K

= S0e
1
2
σ2t(1− Φ(a− σ

√
t))− (1− Φ(a))K.

Jos h(x) = (x − K)−, menevät laskut vastaavalla tavalla. Lasketaan
vielä derivaatat, kun h(x) = (x−K)+ (h(x) = (x−K)− hoituu tietenkin
vastaavasti),

DtEP (h(St)) = S0Dte
1
2
σ2t(1− Φ(a− σ

√
t)) +KDtΦ(a)

= S0e
1
2
σ2t

(
1

2
σ2(1− Φ(a− σ

√
t)) + γ(a− σ

√
t)

(
σ

4
√
t

+
logK

2σt3/2

))
+Kγ(a)

(
σ

4
√
t
− 1

2σt3/2

)
,

DS0EP (h(St)) = e
1
2
σ2t

(
(1− Φ(a− σ

√
t)) +

1

σ
√
t
γ(a− σ

√
t)

)
+
Kγ(a)

σ
√
tS0

,

DσEP (h(St)) = S0e
1
2
σ2t

(
σt(1− Φ(a− σ

√
t)) + γ(a− σ

√
t)

(√
t+

logK

σ2
√
t

+
1

2σ2
− logS0

σ2
√
t

))
− K

σ2
√
t
γ(a)

(
logK +

√
t

2
− logS0

)
.
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4. Osoita että L∞(Ω,F , P ) varustettuna olennaisen supremum normilla
on täydellinen normi-avaruus.

‖ X ‖∞= P -esssupω
{
|X(ω)|

}
= inf

{
K ∈ R : P (|X| > K) = 0

}
Ratkaisu. Selvästikin ‖ X ‖∞= 0 vain jos X = 0 melkein varmasti.
Samoin selvästi kaikilla α ∈ R pätee ‖ αX ‖∞= |α| ‖ X ‖∞.

Koska ‖ X ‖∞= limp→∞ ‖ X ‖p ja Lp-avaruudessa (p < ∞) pätee
kolmioepäyhtälö (Minkowskin epäyhtälö), saadaan

‖ X + Y ‖∞ = lim
p→∞

‖ X + Y ‖p

≤ lim
p→∞

‖ X ‖p + lim
p→∞

‖ Y ‖p

=‖ X ‖∞ + ‖ Y ‖∞ .

Vielä on osoitettava, että L∞ on täydellinen.

Olkoon Xn Cauchy-jono olennaisen supremumin normin suhteen. Kai-
killa n,m pätee P -melkein varmasti, että

|Xn(ω)−Xm(ω)| ≤‖ Xn −Xm ‖∞ . (0.1)

Täten jono Xn rajoitettuna joukkoon, jossa ylläolevan epäyhtälö pätee
varmasti, suppenee tasaisesti euklidisen normin | · | suhteen. Merkitään
tätä jonoa X̄n:llä ja sen raja-arvoa X̄:llä, jolla siis pätee |X̄n− X̄| → 0
tasaisesti. Koska L∞-avaruudessa käsitellään satunnaismuuttujien ekvi-
valenssiluokkia, voidaan asettaa Xn(ω) = 0 niillä ω, joilla (0.1) ei päde
kaikilla n,m. Tällöin, määrittelemälläX(ω) = X̄(ω) niillä ω, joilla (0.1)
pätee kaikilla n,m ja X(ω) = 0 muulloin, nähdään tasaisen suppene-
misen nojalla, että jokaisella ε > 0 on olemassa N siten että kaikilla
n > N pätee

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε

kaikilla ω. Täten

P (|Xn(ω)−X(ω)| > ε) = 0,

joten
‖ Xn −X ‖∞≤ ε,

mikä tarkoittaa sitä, että

‖ Xn −X ‖∞→ 0,

kun n→∞. Siispä L∞ on täydellinen.
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5. Olkoon { Un(ω) : n ∈ N} P -rippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaismuuttuja jolla

P (U1 ∈ (a1, b1], . . . , Un ∈ (an, bn] ) = (b1 − a1) . . . (bn − an)

∀0 ≤ ai < bi ≤ 1.

Olkoon Xn(ω) = max
{
U1(ω), . . . , Un(ω)

}
(a) Osoita että limn→∞Xn(ω) = 1 P -melkein varmasti ja L1(P ) ava-

ruudessa.
(b) Laske odotusarvo EP (Xn).
(c) Osoita myös että minimien jonolla Yn(ω) := min

{
U1(ω), . . . , Un(ω)

}
pätee limn→∞ Yn(ω) = 0 P -melkein varmasti ja L1(P ) avaruudes-
sa.

(d) Laske odotusarvo EP (Yn).
Vihje : Koska U1(ω) ja (1 − U1(ω)) ovat samoin jakautuneita,
voisit osoittaa että Yn ja (1−Xn) ovat samoin jakautuneita.

Ratkaisu. (a) Nähdään, että kaikilla 0 ≤ a ≤ 1 pätee

P (Xn ≤ a) = P (U1, . . . , Un ≤ a) = an.

Koska Xn on kasvava ja ylhäältä rajoitettu, on raja-arvo Xn → X
olemassa. Nyt kaikilla 0 ≤ a < 1 pätee kasvavuuden nojalla

P (X ≤ a) ≤ P (Xn ≤ a) = an → 0,

joten P (X < 1) = 0, eli limn→∞Xn = 1 P -melkein varmasti. Monoto-
nisen konvergenssin lauseen perusteella pätee tällöin

lim
n→∞

∫
Ω

XndP =

∫
Ω

lim
n→∞

XndP = 1.

(b)

EP (Xn) = EP (max(U1, . . . , Un)) =

∫ 1

0

P (max(U1, . . . , Un) > t)dt

=

∫ 1

0

(1− P (max(U1, . . . , Un) < t))dt

=

∫ 1

0

(1− tn)dt

= 1− 1

n+ 1
.
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(c) ja (d) Koska kaikilla 0 ≤ a ≤ 1 pätee

P (Yn ≥ a) = (1− a)n,

nähdään vastaavalla tavalla kuin kahdessa ensimmäisessä kohdassa, et-
tä limn→∞ Yn = 0 P -melkein varmasti ja EP (Yn) = 1/(n + 1) → 0,
mitkä haluttiinkin näyttää.

6. Todennäköisyysavaruudella (Ω,F , P ), olkoon N(ω) Poisson(λ) satun-
naismuuttuja, parametrilla λ > 0, jolla

Pλ(N = k) = exp(−λ)
λk

k
, k ∈ N

olkoon (Xk(ω) : k ∈ N) P -riippumattomien ja samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujen jono, jossa X1 on θ-ekponentiaalinen parametrilla
θ > 0, eli

Pθ(X1 > t) = exp
(
−θt

)
, t ≥ 0 .

ja jono (Xk : k ∈ N) on myös P riippumaton satunnaismuuttujasta N .

Muistetaan että reaaliarvoisten satunnaismuuttujen kokoelman {Xj(ω)}j∈J
virittämän σ-algebra

σ
(
Xj(ω) : j ∈ J

)
on pienin σ-algebra joka sisältää joukot

{ω : (Xj1(ω), Xj2(ω), . . . , Xjn(ω)) ∈ Bn}

jossa n ∈ N, {j1, . . . jn} ⊆ J on äärellinen indeksien alijoukko ja
Bn ∈ B(Rn) on Borelin joukko.

Olkoon

Y (ω) := min
{
Xk(ω) : 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
(a) Osoita että Y (ω) on satunnaismuuttuja.

(b) Laske ehdolliset odotusarvot

EP (Y |σ(N))(ω) , EP (Y |σ(Xk : k ∈ N))(ω) ,
EP (Y 2|σ(N))(ω) ja EP (Y 2|σ(Xk : k ∈ N))(ω).
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(c) Laske odotusarvot

EP (Y ), EP (Y 2).

Ratkaisu. (a) On siis osoitettava, että Y on mitallinen kuvaus. Tä-
män osoittamiseksi riittää näyttää, että joukko

{
ω : Y (ω) ≤ a

}
on

mitallinen jokaisella a ∈ R. Tämä nähdään helposti, sillä{
ω : Y (ω) ≤ a

}
=
{
ω : Xk(ω) ≤ a kaikilla 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
=
⋂
k∈N

{
ω : Xk(ω) ≤ a ja 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
=
⋂
k∈N

({
ω : Xk(ω) ≤ a

}
∩
{
ω : 1 ≤ k ≤ N(ω)

})
,

joka on mitallisten joukkojen numeroituvana leikkauksena mitallinen,
sillä

{
ω : Xk(ω) ≤ a

}
ja
{
ω : 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
ovat kuvausten Xk ja

N mitallisuuden nojalla mitallisia.

(b) Kun n = N(ω), saadaan

EP (Y |σ(N))(ω) = EP (min
{
Xk(ω) : 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
|σ(N))(ω)

= EP (min
{
Xk(ω) : 1 ≤ k ≤ n

}
)

=

∫ ∞
0

P ( min
1≤k≤n

Xk > t)dt

=

∫ ∞
0

exp(−θnt)dt

=
1

θn
,

eli EP (Y |σ(N))(ω) = 1
θN(ω)

.

Lasketaan vastaavasti kuin edellä, merkiten xk = Xk(ω),

EP (Y |σ(Xk : k ∈ N))(ω) = EP (min
{
Xk(ω) : 1 ≤ k ≤ N(ω)

}
|σ(Xk : k ∈ N))(ω)

= EP (min
{
xk : 1 ≤ k ≤ N

}
)

=
∑
n∈N

min
{
xk : 1 ≤ k ≤ n

}
P (N = n)

=
∑
n∈N

min
{
xk : 1 ≤ k ≤ n

}
exp(−λ)

λn

n!
,

joten

EP (Y |σ(Xk : k ∈ N))(ω) =
∑
n∈N

min
{
Xk(ω) : 1 ≤ k ≤ n

}
exp(−λ)

λn

n!
.
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Kuten aikaisemmin, ottamalla n = N(ω) ja käyttämällä lisäksi satun-
naismuuttujien Xk epänegatiivisuutta,

EP (Y 2|σ(N))(ω) = EP (min
{
Xk(ω)2 : 1 ≤ k ≤ n

}
)

=

∫ ∞
0

P ( min
1≤k≤n

X2
k > t)dt

=

∫ ∞
0

P ( min
1≤k≤n

Xk >
√
t)dt

=

∫ ∞
0

exp(−θn
√
t)dt

=
2

(θn)2
,

joten EP (Y 2|σ(N))(ω) = 2
(θN(ω))2

.

Samaten nähdään, että

EP (Y 2|σ(Xk : k ∈ N))(ω) =
∑
n∈N

min
{
Xk(ω)2 : 1 ≤ k ≤ n

}
exp(−λ)

λn

n!
.

(c) Koska EP (Y ) = EP (EP (Y |σ(N))) (tai EP (EP (Y |σ(Xk : k ∈ N))),
niin

EP (Y ) = EP (EP (Y |σ(N))) = EP

(
1

θN(ω)

)
=
∑
n∈N

1

θn
P (N = n)

=
exp(−λ)

θ

∑
n∈N

λn

(n− 1)!n2
,

jota ei vaikuta pystyvän esittämään siististi alkeisfunktioiden avulla.

Vastaavasti EP (Y 2) = EP (EP (Y 2|σ(N))) (tai EP (EP (Y 2|σ(Xk : k ∈
N))), joten

EP (Y 2) = EP (EP (Y 2|σ(N))) = EP

(
2

(θN(ω))2

)
=
∑
n∈N

2

(θn)2
P (N = n)

=
exp(−λ)

θ2

∑
n∈N

λn

(n− 1)!n3
.
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