HY Todennikdisyysteoria 11, syksy 2014, kotitentti (12.12.2014)

Tehtévissa, kaikki satunnaismuuttujat eléavit todennékoisyysavaruudessa

(Q,F,P).

1. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) > 0 P-melkein varmasti ja K > 0
(deterministinen). Osoita

Ep(X1(X > K)) :/OOP(X > t)dt + KP(X > t)

Ratkaisu. Tiedetédan, etta milla tahansa P-melkein varmasti epanega-
tiivisella satunnaismuuttujalla Y pétee

Ep(Y) = / P(Y > t)dt.
0
Taten

Ep(X1(X > K)) = /OO P(X1(X > K) > t)dt

_ /OO P(X1(X > K) > t)dt + /K P(X1(X > K) > t)dt

K

:/OOP(X>t)dt+/OKP(X>K)dt

K
:/ P(X >t)dt+ KP(X > K).
K

2. Osoita jos | X,,| L 0 stokastisen konvergenssin mielessa, ja

lim sup Ep (| X,|1(|X,| > K)) =0
n—oo n

siitd seuraa E(|X,|) — 0.

Ratkaisu. Edellisen tehtavan perusteella
Br(Xu) = [ PX.| > o)
0
K 00
:/ P(X,| > t)dt+/ P(IX,| > t)dt
0 K
K
= / P(|X,| > t)dt + Ep(]Xnyl(\Xn\ > K)) — KP(|X,| > K).
0
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Nyt oletuksen perusteella

limsup Ep (| X,|1(]X,| > K)) =0,

n—o0

stokastisen konvergenssin perusteella

limsup K P(|X,| > K) =0

n—oo

ja kddnteisen Fatoun lemman ja stokastisen konvergenssin perusteella

K K
0 < lim sup/ P(|X,| > t)dt < / limsup P(|X, | > £)dt = 0.
n—oo Jo 0 Nn—00
Siispé
limsup Ep(|X,|) = 0,

n—oo
miké odotusarvojen Ep(|X,|) positiivisuuden perusteella tarkoittaa si-
td, etti

lim Ep(|X,|) = 0.

n—oo

. Matemaatiisessa rahoitusteoriassa on tapana mallittaa osakkeen arvo
S(w) hetkelld ¢ > 0 log-normalisella jakaumalla, siis

Sy(w) = Spexp (a\/EG(w) — %0215)

jossa Sy > 0 on osakkeen arvo hetkelld 0 ja G(w) ~ N(0,1), eli P:n
suhteen G(w) on standardi gaussinen jolla

’ exp(—4*/2)
P(G<x)= / dy, e A
(G <a) . v(y)dy 7(y) or
Eurooppalainen optio on satunaissmuuttuja H(w) = h(S;(w)), jossa

x +— h(z) on mitallinen.

Option hinta hetkelld 0 on odotusarvo c(t, Sp,0) := Ep(h(S;)) tietyn
riskineutraali todennékoisyysmitan P suhteen.

(a) Oleta ensin ettd x — h(x) on derivoituva ja osoita ettd saa vied4
derivaattoja parametrien suhteen odotusarvon sisdén, derivaatto-
jen tasaisen integroivuuden nojaten, ja c(t, Sy, o) on derivoituva
parametrien t,.5y ja o:n suhteen,



(b) Osoita ettd c(t, Sy, o) on derivoituva parametrien t, Sy ja o:n suh-
teen, myos silloin h(z) ei olisi derivoituva, joillakin tasaisen in-
tegroivuuden oletuksilla.

Vihjeet
1
c(t, Sy, 0) = / h(exp (log So — 50225 + cr\/z_fy))v(y)dy
R

= JL\/%/Rh(eXp(x)) v(z —log Sy — %a%)dw

muuttujan vaihdolla x = log Sy — %azt + oyt
Muista myds -Lv(z) = —z(z).

(c) Laske ¢(t, Sy, 0), 86@’;;0’0), 80(;’5870)7 80(%?,0’0),
silloin kun h(z) = (z — K)* ja h(z) = (xr — K)~, K > 0, jossa
% = max{+z,0}.

Vihje yhtalo nimelta osto-myynti pariteetti péatee

S(w) = K = (S(w) - K)" = (K = S(w))*

(St(w) - K )+ kutsutaan eurooppalaiseksi osto-optioksi joka antaa oi-
keus mutta ei velvollisuutta ostaa yhden osakkeen maturiteetti hetkella
t ennalta sovitulla hinnalla K. Jos markkinahinta S(w) on maturitee-
tin hetkelld korkeampi kun K, option haltija lunastaa optionsa, ostaa
osakkeen hinnalla K ja kun myy heti sen pois saa voittoa (St(w) -K ) "
Jos S < K, osto-optio on silloin arvoton,

Vastaavasti (St (w)—K ) ~ kutsutaan eurooppalainen myyntioptioksi. Tamén
option haltijalla on oikeus (mutta ei velvollisuus) myyda maturiteettin
hetkelld ¢ yhden osakkeen ennalta sovitulla hinnalla K.

Ratkaisu. (a) Halutaan kdyttdd Lemmaa 8.0.3. On siis osoitettava,
ettd Dih(Si(w)), Dg,h(Si(w)) ja D,yh(S:(w)) ovat tasaisesti integroitu-
via joillakin valeilla, jotta voidaan kéyttdd kyseistd lemmaa. Aloite-
taan muuttujasta t. Olkoon 0 < t < a jollakin a > 0. Kéaytetdan
tasaisen integroituvuuden karakterisaatiota, jonka mukaan kokoelma
satunnaismuuttujia on tasaisesti integroituva, jos kokoelman jésenten
LP-normeille on olemassa yldraja jollakin p > 1. Luonnollinen valinta
on p = 2. Télloin laskemalla derivaatta auki ja kdyttdmalla Holderin



epayhtéloa,

I D) I =1 105 (75~ 5 ) T

oG o2
<|| (S S| — — —
4|<t>mut(%ﬁ 2)m
oG o2

<|| n 7 ..
IR (Se) Nlall S llsll ——= wi 2 s

Keskimmaé&inen termi on

1
|| St ||8 _ Soe—§a2t(EP(68cr\/fG>>1/8
— 5067%(7%6401/4251/8

1/4,1/8

S SO 640'

jossa toinen epayhtalé seuraa havainnosta, ettd odotusarvo normaali-
jakauman momenttifunktio ja kiyttamalld kaavaa télle funktiolle. Kes-
kimmaéinen termi on siis rajoitettu. Tutkitaan seuraavaksi tulon kol-
matta termid. Tahén voidaan kiyttaa Minkowskin epéayhtaloa,

oG o2 o? o o?

R —_ G +_,
e T A e R [ R

joista termeistd jalkimmaéinen on tietenkin rajoitettu. Ensimmaéinen
termi on myoskin rajoitettu, silli normaalijakauman momenttien pe-
rusteella || G ||s= 105'/8. Siispi tulon kolmaskin termi on rajoitettu.

Jotta ensimmaéinen termi olisi rajoitettu, taytyy olettaa jotakin, esi-
merkiksi, ettd h on rajoitettu funktio.

Télléin voidaan sitten soveltaa Lemmaa 8.0.3, kun 0 < t < a, silld
lemman muut oletukset ovat voimassa.

Toisille muuttujille Sy ja o tasainen integroituvuus ndhdaén samoin.
[tseasiassa tdma on hiukan helpompaa. Sy:lle:

| Dsuh(S)) [la< €727 (| B(St) [lall €7 s,

joka ndhdéan samalla tavalla ja vastaavilla oletuksilla rajoitetuksi ku-
ten ¢:n ollessa integroitava muuttuja. Vastaavasti o:lle:

I Dah(S0) <1 B (Se) llall St llsll VG — ot [Is,

joka sekin havaitaan rajoitetuksi.
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Siispa derivaatat kaikkien muuttujien suhteen voidaan viedé integraalin
sisélle kaikkialla sopivilla véleilla.

(b) Hyddynnetddn vihjetti, joka mahdollistaa derivaatan tarkastelemi-
sen derivoimatta funktiota h. Lasketaan ensin ¢:lle:

1 1
h(e®)D —1 — —o*t)d
/R (€%) ta\ﬁy(x og Sy 20 )dx

1 1
= [ h(e")(— x —log Sy — =0t
| et —tog i - 5%)
o 1, 1,
+ ——(z — log So — =o°t)y(z — log Sp — 50 t))dx

2/t 2

1 o 1 1,
1 1
— —/ (log So + 2022?) v(z — log Sy — §a2t)dq:

1
+ —/ Mxy(x — log Sp — 502t)dx

1 o%logSy o't
~ ZBph(S)G) - (g M L T) Ep(h(S)))

:/R<%2h(5t)x— (%—F%‘F it> (St)> v(@)dr.

Kuten a-kohdassa, voidaan L?-normin avulla osoittaa, etti integraalin
sisalld olevien satunnaismuuttujien kokoelma on tasaisesti integroituva,
kun ¢ on jollakin sopivalla valilld (0 < ¢ < a) ja tehddén jokin sopiva ra-
joittuneisuusoletus funktiosta h. Siispa derivaatta ¢:n suhteen voidaan
siirtda odotusarvon sisdén, vaikkei h olisikaan derivoituva. Vastaavasti
ottamalla muuttujiksi Sy tai o, saadaan

/h( )U\/_DSO e —1og50—%a2t)dx

1 z—logSy— Lo%t 1
= [ h(e* 2 z —log Sy — =ct)dz,
[ b B2 oo Sy = 5*)

1
/Rh( m)BJU\/_v(x —log Sy — 3¢ ’t)dx

_ oy (L - ey o L
_/Rh(e)(\ﬁy(x log Sy 50 t) UQ\/gv(x log Sy 50 t))dx,

joista voidaan jatkaa vastaavasti kuin ¢:n tapauksessa.




(c) Olkoon h(z) = (x — K)*. Téalléin
Ep(h(S)) = / max(Spe”V# 27" — K, 0)y(z)dx
R

N / (Soe™V= =27 — K)y(x)da,
missé a alaraja, jolloin
SperVEd S |
Helposti lasketaan, etté

1 | Kezo
a= og 5

oVt

Siispé, ottamalla kiyttoon merkintd ® normaalijakauman kertyméafunk-
tiolle seka taydentamalla nelio eksponentissa,

Ep(h(S,)) = Soe%‘f“t/ eV (x)dx — K/
= Spe [ e a)de — (1 - @(a)) K
= Spe 2 /00 (= oVE)e 2 dr — (1 — ®(a))K
= Spez?(1 . d(a — avt)) — (1 — ®(a))K.
Jos h(z) = (r — K)~, menevit laskut vastaavalla tavalla. Lasketaan

vield derivaatat, kun h(z) = (x—K)* (h(x) = (x—K)~ hoituu tietenkin
vastaavasti),

D,Ep(h(S)) = SoDye2” (1 — ®(a — ov/1)) + KD, ®(a)
= sk (321 = 00— Vi) + (e = ovE) (2 + 250 ) )
#5900 (7 - o3 )

1

Ds,Ep(h(S)) = e2”"* ((1 — ®(a—oVt)) +

K9(0)
\/7_5 (a—a\/_)) a\/—So
DLER(1()) = S0 (o101 00~ VD) + 30— o) (Vi+ B0 s

o2/t 207 o/t

v(a) (log K+ g — log So) .

K
o2/t



4. Osoita ettd L>(Q, F, P) varustettuna olennaisen supremum normilla
on taydellinen normi-avaruus.

| X [Joo= P-esssup,{| X (w)|} =inf{ K e R: P(|X| > K) =0}

Ratkaisu. Selvistikin || X ||o= 0 vain jos X = 0 melkein varmasti.
Samoin selvasti kaikilla o € R pétee || aX ||o= || || X [|oo-

Koska || X |lw= lim, || X ||, ja LP-avaruudessa (p < oo) pitee
kolmioepéyhtdld (Minkowskin epédyhtélo), saadaan
| X +Y |loo = lim || X 4V |,
p—r00
< lim [ X[, + Tim [} Y],
p—r00 p—r00
=[[ X llos + [ Y [l -

Vield on osoitettava, ettd L on taydellinen.

Olkoon X,, Cauchy-jono olennaisen supremumin normin suhteen. Kai-
killa n, m péatee P-melkein varmasti, etta

| X (w) = X ()| <[] X — X [ oo - (0.1)

Téten jono X, rajoitettuna joukkoon, jossa ylldolevan epayhtalo péatee
varmasti, suppenee tasaisesti euklidisen normin |- | suhteen. Merkitaéan
titd jonoa X,,:1l4 ja sen raja-arvoa X:lli, jolla siis pitee | X, — X| — 0
tasaisesti. Koska L*°-avaruudessa késitelladn satunnaismuuttujien ekvi-
valenssiluokkia, voidaan asettaa X, (w) = 0 niilld w, joilla ei pade
kaikilla n, m. Talloin, madrittelemilld X (w) = X (w) niilld w, joilla
pétee kaikilla n,m ja X (w) = 0 muulloin, ndhddén tasaisen suppene-
misen nojalla, ettd jokaisella e > 0 on olemassa N siten ettéd kaikilla
n > N pétee
Xow) = X()| < €

kaikilla w. Téaten
P(|Xn(w) = X(w)| > €) =0,

joten
| X0 — X [[< 6

mika tarkoittaa sita, etta
| X0 — X ||o— 0,

kun n — oo. Siispa L*> on tdydellinen.
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5. Olkoon { U,(w) : n € N} P-rippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaismuuttuja jolla

P(Ul c (al,bl],...,Un S (an,bn] ) = (bl —al)(bn —an)
Olkoon X, (w) = max{ U;(w),...,Un(w)}

(a) Osoita etté lim, o X,(w) = 1 P-melkein varmasti ja L'(P) ava-
ruudessa.

(b) Laske odotusarvo Ep(X,,).
(¢) Osoita myés ettd minimien jonolla Y, (w) := min{ Uy (w), ..., Uy(w)}

pitee lim,, o, Yy, (w) = 0 P-melkein varmasti ja L'(P) avaruudes-
sa.

(d) Laske odotusarvo Ep(Y;,).
Vihje : Koska U;(w) ja (1 — Uy(w)) ovat samoin jakautuneita,
voisit osoittaa ettd Y, ja (1 — X,,) ovat samoin jakautuneita.

Ratkaisu. (a) Ndhdédén, ettd kaikilla 0 < a < 1 pétee
P(X, <a)=P(U,...,U, <a)=a"

Koska X,, on kasvava ja ylhdaltd rajoitettu, on raja-arvo X, — X
olemassa. Nyt kaikilla 0 < a < 1 péatee kasvavuuden nojalla

P(X <a)<P(X,<a)=d"—0,

joten P(X < 1) =0, eli lim,, o X,, = 1 P-melkein varmasti. Monoto-
nisen konvergenssin lauseen perusteella patee télloin

lim [ X,dP = / lim X, dP = 1.
Q

n—oo 0 n—o0

(b)

Ep(X,) = Ep(max(Uy,...,U,)) = /01 P(max(Uy,...,U,) > t)dt

_ /1(1 ~ P(max(Uh,....U,) < £))dt

_ /01<1 )t




(c) ja (d) Koska kaikilla 0 < a < 1 pétee
P, >a)=(1-a)",

nahdain vastaavalla tavalla kuin kahdessa ensimméisessé kohdassa, et-
td lim, o Y, = 0 P-melkein varmasti ja Ep(Y,) = 1/(n +1) — 0,
mitkd haluttiinkin nayttaa.

. Todennékoisyysavaruudella (2, F, P), olkoon N(w) Poisson(\) satun-
naismuuttuja, parametrilla A > 0, jolla

)\k
P\(N =k) = exp(—)\)?, keN

olkoon (Xi(w) : k € N) P-riippumattomien ja samoin jakautuneiden

satunnaismuuttujen jono, jossa X; on #-ekponentiaalinen parametrilla
0 >0, eli

Py(Xy > t) =exp(—0t), t>0.

ja jono (X : k € N) on my6s P riippumaton satunnaismuuttujasta N.

Muistetaan etté reaaliarvoisten satunnaismuuttujen kokoelman {X;(w)};er
virittdman o-algebra

o(X;w):j€T)
on pienin o-algebra joka sisiltda joukot
{w : (Xj1 (w)> Xj2 (w)> s 7Xjn(w)) € Bn}

jossa n € N, {j1,...7,} € J on é&érellinen indeksien alijoukko ja
B,, € B(R") on Borelin joukko.

Olkoon
Y(w) :=min{ Xj(w): 1<k < N(w)}

(a) Osoita ettd Y (w) on satunnaismuuttuja.

(b) Laske ehdolliset odotusarvot

Ep(Ylo(N))(w)  Ep(Y[o(Xi: k€ N))(w),
Ep(Y?lo(N))(w) ja Ep(Y?|lo(Xy: k € N))(w).



(c) Laske odotusarvot

Ep(Y), Ep(Y?).

Ratkaisu. (a) On siis osoitettava, ettd Y on mitallinen kuvaus. Té-

mén osoittamiseksi riittdd néyttad, ettd joukko

{w:Y(w

mitallinen jokaisella @ € R. Téma nahdéan helposti, silla

{w:Y(w)<a}={w:X(w) <akaikillal <k < Nw)}

:ﬂ{w:Xk(w)gajalngN(w)}

keN

—m{w Xpw)<atn{w:1<k<Nw)}),

keN

) < a} on

joka on mitallisten joukkojen numeroituvana leikkauksena mitallinen,
silla { w: Xp(w) < a} ja { w:l<k<Nw } ovat kuvausten X, ja

N mitallisuuden nojalla mitallisia.
(b) Kun n = N(w), saadaan

Ep(Y|o(N))(w) = Ep(min{ X;(w):1<k < N(w
= Ep(min{ Xp(w):1<k<

:/ P( min X > t)dt
0

1<k<n

:/ exp(—0nt)dt
0

_

~ On’

eli Ep(Y|o(N))(w) = ﬁ(w).

Lasketaan vastaavasti kuin edelld, merkiten z, = X (w),

Ep(Y|o(Xy : k € N))(w) = Ep(min{ Xj(w): 1<k < N(w)}o(X
:Ep(min{ 01 §k‘§N}

= Zmin{ zr:1<k<n}P(N=n)
neN
. A"
= Zmln{ 1<k < n} eXp(—)\)—|a
neN "
joten
Ep(Y|o(Xy : k € N)) me{ Xp(w) : 1<k <n}exp(—\)

neN

10

) Ho(N))(w)

ATL

tkeN))(w)

n!’



Kuten aikaisemmin, ottamalla n = N(w) ja kiyttamélla lisiksi satun-
naismuuttujien X epanegatiivisuutta,

Ep(Y?|o(N))(w) = Ep(min{ Xj;(w)*: 1<k <n})

:/ P(min X} > t)dt
0

1<k<n

:/ P(min X, > V/t)dt
0

1<k<n
= / exp(—0n/t)dt
0

2

 (On)”
joten Ep(Y?|o(N))(w) = W.
Samaten nahd&an, etta

)\TL
2

Ep(Y?o(X) : k € N)) me{ Xp(w)?: 1<k <n} exp(—)\)m.

neN

(c) Koska Ep(Y) = Ep(Ep(Y|o(N))) (tai Ep(Ep(Y|o(Xy : k € N))),

niin

Ep(Y) = Ep(Ep(Y|0(N))) = Ep <L)

ON (w)
1
B neN % (N - n)
exp(—\) A"
% (n —1)n?’

jota ei vaikuta pystyvén esittdmaéén siististi alkeisfunktioiden avulla.

Vastaavasti Ep(Y?) = Ep(Ep(Y?|0(N))) (tai Ep(Ep(Y?|o(X) : k €
N))), joten

(w))?
= Z %)QP(N =n)
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