Todennikdgisyysteoria I , koe ( 30.10.2014)

Valitse kolme tehtévid neljan tehtéavén listasta {1,2,3,4} ja vastaa teh-
tavien kysymyksiin. Jos jéi aikaa voit toki vastata myos neljannen tehtévan
kysymyksiin. Kokeen kesto on nelja tuntia.

1. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon (X, (w) : n € N) samoin
jakautuneita satunnaismuuttujat tiheysfunktiolla

(z) = cx™” kunzx>1
Pxt) = 0 kun z < 1

jossa r > 1.
i) Laske normalisointivakion arvo c.
ii) Esité riittdva ehto parametrille r:lle jotta

X
lim n(@)

n—00 n

= (0 P-melkein varmasti

Vihje Muista Borel-Cantellin lemma, !

2. Olkoon (X, (w))nen (Yn(w))nen ja (Zn(w))nen satunnaismuuttujen jo-
not joille P-melkein varmasti
Xp(w) <Y,(w) < Z,(w) ja
lim X, (w) = X(w) lim Y, (w) = Y(w) lim Z,(w) = Z(w)

n—s00
jossa X(w) <Y(w) < Z(w) P-melkein varmasti.
Oletamme sen lisdaksi:

X(w), Xp(w) € LY(P) V¥n, ja lim, o Ep(X,) = Ep(X)
Z(w), Zp(w) € LY(P) Vn, ja lim, o Ep(Z,) = Ep(Z).

Osoita ettd Ep(X,(w)) = Ep(X).

Vihje Kéyta huolellisesti dominoidun konvergenssin lausetta.

3. Todennékéisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon (X, (w) : n € N) riippu-
mattomat ja samoin jakautuneet bindéri satunnaismuuttujat joilla

P(X,=1)=1/2=1-P(X, =0).
Olkoon

Yo(w) = 27X (w)
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i) Osoita ettd satunnaissarja Y, (w) suppenee P-melkein varmasti kohti
rajaan

Y(w)=> 27" X(w)

ii) Osoita ettd Y, (w) — Y (w) LP(§2, F, P) avaruuden normissa kaikille
p > 1,siis Ep(|Y, = Y[P) — 0.

iii) Osoita ettd P(Y € [0,1]) = 1ja P(Y <t) =t kun t € [0, 1], siis
Y (w) on tasaisesti jakautunut vélissa [0, 1].

iv) Osoita ettd P(Y € Q) = 0 jossa Q on rationaali-lukujen joukko.
. Olkoon (X, (w) : n € N) riippumatomien satunnaismuutujen jono, jossa

A\F
P(XJ = k) = exp(—)\j)k—j!
siis X; on Poisson()\;) jakautunut jossa A; > 0 .

Oletamme

N
lm ———

n—00 n

=X € (0, +00)

Osoita ettd satunnaismuuttujen jono

%(X1+---+Xn—(>\1+---+An))

suppenee jakauman mielessa ja madrad rajajakauma.

. Olkoon satunnaismuuttujat X (w),Y (w) in L'(P).
i) Osoita: M(w) := max(X(w),Y (w)) € L*(P).

P
Jatkossa oletamme X 11 Y, siis
PHX <t} n{Y <s}) = Fx(£)Fy(s)

jossa Fix(t) = P(X <t), Fy(s) = P(Y < s) ovat satunnaismuutujen
kertyméfunktiot.



ii) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(X|o(M))(w)
iii) Laske ehdollinen odotusarvo Ep(M|o(X))(w)
R
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