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Olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) P -riippumattomia ja samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia kertymäfunktiolla F (t) = P (X1 ≤ t).

Jonon empiirinen kertymafunktio on

F̂n(t, ω) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi(ω) ≤ t), n ∈ N

1. Laske odotusarvo E(F̂n(t)).

2. Osoita: ∀t,

lim
n→∞

F̂n(t, ω) = F (t)

P -melkein varmasti ja L1(P ) mielessä.

3. Osoita: jos −∞ = t0 < t1 < t2 < · · · < tk < tk+1 = +∞, ∀ω

sup
t∈R
|F̂n(t, ω)− F (t)| ≤ sup

1≤j≤k
|F̂n(tj, ω)− F (tj)|+ sup

0≤j≤k
|F (tj+1)− F (tj)|

4. Osoita: jos t 7→ F (t) on jatkuva

lim
n→∞

sup
t∈R
|F̂n(t, ω)− F (t)| = 0

P -melkein varmasti ja L1(P ) mielessä.

5. Olkoon (Un(ω) : n ∈ N) P -riippumattomia ja samoin jakautuneita, ja

Ĝn(t, ω) =
1

n

n∑
i=1

1(Un(ω) ≤ t)

niiden empiirinen kertymäfunktio, ja olkoon F kertymäfunktion yleis-
tetty käänteisfunktio

X+(u) := inf{t : F (t) > u}, u ∈ [0, 1]

F : kertymäfunktion yleistetty käänteisfunktio.

6. Olkoon Xn(ω) = X+(Un(ω)). Skorokohodin esityksestä seuraa että
(Xn(ω) : n ∈ N) ovat P -riippumattomia ja samoin jakautuneita ker-
tyämfunktiolla P (Xn ≤ t) = F (t).
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7. Osoita: empiirisille kertymäfunktiolle pätee

F̂n(t, ω) = X+(Ĝn(tω))

8. Osoita Glivenko-Cantellin lause:

lim
n→∞

sup
t∈R
|F̂n(t, ω)− F (t)| = 0

P -melkein varmasti myös silloin kun F (t) on epäjatkuva.

9. Laske kovarianssi

Cov
(
F̂m(t), F̂n(s)

)
= E

(
F̂m(t)F̂n(s)

)
− E

(
F̂m(t)

)
E
(
F̂n(s)

)
10. Osoita

lim
n→∞

√
n
(
F̂n(t)− F (t)

) d
= X(t) ∼ N

(
0, F (t)(1− F (t))

)
jakauman mielessä.

11. Osoita: kun s, t ∈ R

lim
n→∞

√
n
(
F̂n(t)− F (t), F̂n(s)− F (s)

)
d
= (X(t), X(s)) ∼ N

(
(0, 0),

(
F (t)(1− F (t)) F (t ∧ s)− F (t)F (s)

F (t ∧ s)− F (t)F (s) F (s)(1− F (s))

))
jakauman mielessä.

12. Olkoon Un(ω) P -riippumattomia tasaisesti jakautuneita välissä [0, 1],
jolla P (Un ≤ t) = t, 0 ≤ t ≤ 1, ja Sn(ω) = U1(ω) + · · ·+ Un(ω). Laske
karakteriset funktiot

φU1(θ) = EP

(
exp(iθU1)

)
, φSn(θ) = EP

(
exp(iθSn)

)
,
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