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1. Olkoon (Ω,F , P ) todennäköisyysavaruus varustettu filtraatiolla F =
{Ft : t ∈ N} .
Satunnaismuuttuja τ(ω) ∈ N on pysähdyshetki jos ja vain jos

{ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft ∀t ∈ N

Osoita että jos σ(ω) on myös pysähdyshetki, silloin (σ ∧ τ) ja (σ ∨ τ)
(minimi) ja maksimi ovat pyhsähdyshetkiä.

Osoita että ∀t ∈ N, τ(ω)1(τ(ω)) on Ft-mitallinen.

2. Olkoon (Xt(ω))t∈N F-sopiva prosessi, eli ∀t Xt(ω) on Ft-mitallinen, jolla
X0 = 0. Olkoon

τx(ω) =

{
inf{ s : Ms ≥ x} for x ≥ 0
inf{ s : Ms ≤ x} for x < 0

Osoita että ∀x ∈ R τx(ω) on pysähdyshetki.

3. Olkoon (Xt : t ∈ N) riippumattomien satunnaismuuttujen jono jol-
la Xt(ω) ≥ 0 P -m.v. ja E(Xt) = µ ∈ [0,+∞), ja olkoon Ft =
σ(X1, X2, . . . , Xt)

Osoita: tuloprosessi Mt = (X1X2 . . . Xt) on F-alimartingaali kun µ > 1
, ja F-ylimartingaali kun µ < 1, ja F-martingaali kun µ = 1.

4. Olkoon Xt(ω) ∈ Rd t ∈ N, diskreetti aikainen Markovin ketju alkuja-
kaumalla π(dx) ja siirtymäytimellä K(x, dy) = P (Xt ∈ dy| Xt−1 = x).

Olkoon Ft = FX
t = σ(X0, X1, . . . , Xt).

Määritellään operaattori

(Kf)(x) :=

∫
Rd

f(y)K(y, dx) = Ex(f(X1)) = EP (f(Xt)|Xt−1 = x)

Osoita että

Mt(f) =
t∑

s=1

(f(Xs)− (Kf)(Xs−1))

on F-martingaali kun f(x) on rajoitettu ja Borel mitallinen.
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