HY, Todennékoisyysteoria I yleistentti,Ratkaisut 25 helmikuuta
2015

Valitse 4 tehtavaa listasta 1,2,3,4,5, ja vastaa tehtavien kysymyksiin. Toki
voit myos ratkaistaa kaikki tehtéavét jos sinulle jaa siihen tarpeeksi aikaa.

1. Olkoon (X, (w) : n € N) satunnaismuuttujen jono todennékoisyysava-
ruudessa (€2, F,P)

(a) Osoita ettd X (w) := liminf,, X, (w) on olemassa Yw € ) ja se on
satunnaismuuttuja (eli F-mitallinen funktio).

R. Olkoon

/\ Xp(w) = min{X,,(w) : n € N}, \/ X, (w) = max{X,(w) : n € N},
neN neN
Silloin lim inf,, X, (w) = Amen Vism Xn(w).
Kuvaus Y : (2, F) — (R,B(R)) on mitallinen jos ja vain jos
VteR

Y ((—00,t]) ={w:Y(w) <t} e F
Tama seuraa koska kokoelma

C={BeB[R):Y '(B) e F}

on sekd m-luokka ettd Dynkinin luokka, eli se on suljettu leikkauk-
sen, komplementtin ja monotonisen rajan suhteen, koska F on
o-algebra, eli C on c-algebra.

Jos (—o0,t] € C, Vt € R, sitd seuraa
B(R) 2C D o((—o0,t] : t € R) = B(R)

ja vaite on osoitettu.

Olkoon nyt Y,,(w) = V X, (w). Silloin ¥t € R

Y, (=00, t]) = {w: You(w) <t} = [{w: Xp(w) <t} € F

koska X, ovat F-mitallisia ja F on o-algebra.

Samoin

X(w):= limnsup Xp(w) = /\ Yo (w)

meN



on F-mitallinen ja
{w: X(w)>t}=[{w:Ynlw) >t} eF
meN

ja{w: X(w)<t}={w: X(w)>t}eF.
Lopuksi myos lim inf,, X,,(w) = —(limsup,,(—X,,)) on F-mitallinen,
koska jos X (w) on mitallinen ja Y (w) = — X (w),

{w:Y(w)<t}={w: —X(w) <t} =
{w: X(w) > —t} = {w: X(w) > —t —1/n}

— ﬂ{w Xw) < —t—1/n}°eF

(b) Oletamme nyt ettd P(X,, > 0) = 1 ¥n € N. Todista Fatou lemma:
satunnaismuuttujen jonolle jolla IF’(Xn > 0) =1, VnelN

0 < Ep(liminf X,,) < liminf Fp(X,)

Vihje Muista monotonisen konvergenssin lause.

R Olkoon Yy, (w) = V,,, Xn(w). Monotonisen konvergenssin
lauseesta seuraa etté

E(Y,,) :E(\/ Xn) :E<\/ Xn> —

n>m n>m

jolla 0 <Y, (w) } X(w) = limsup,, X,, koska ei-kasvavalle posi-
tiiviselle jonolle on olemassa rajarvo. Koska odotusarvo on posi-
tiivinen operaattori, odotusarvojen jono on ei-kasvava ja silld on
raja-arvo olemassa

2. Olkoon X satunnaismuuttuja jolla P(X > 0) = 1.
Osoita: Vk € N

Ep(X%) _k/ t=IP(X >t)dt_/ P(X > t'/*)at
0 0

:k/ tHIP(X > t)dt:/ P(X > t/%)dt
0 0



Vihje Kayta Fubini lause.

koska joukko
{yeR: P(X =y) >0}
on numeroituva ja sen Lebesgue mitta on nolla.

. Olkoon (€2, F) todennékoisyysavaruus ja P : F — [0, 1] &érellisesti
additiivinen tapahtumien funktio.

Osoita ettd seuraavat ominaisuudet ovat yhtéapétevia:

(a) P: F — [0,1] on myos o-additiivinen.

(b) Jos {A, : n € N} C F on tapahtumien jono jolla A, D A, ja
N A, = 0, siitd seuraa P(A,,) | 0.

(c) Jos {A,, : n € N} C F on tapahtumien jono jolla A, 2O A, ja
P(A,) > e > 0 Vn, siitd seuraa () A, # 0,

(d) Ominaisuudet (b) ja (c) eivit péde silloin kun korvataan toden-
nékoisyysmittaa P jolla P(Q2) = 1, o-dérellisella o-additiivisella
mitalla p jolla () = +oo. Esitd vastaesimerkki.



4.

R. (b)) = (a) Kun (A4, : n € N) C F, A, N A, =0 kun n # m,
A = U,en An- Olkoon B, = (Um>n An) € F C A. Koska A, joukot
ovat erillisia, B, | 0 ja siksi P(B,) | 0, ja

gpm _ P(U A)

ja kun n — oo
Y P(A4)=P(4) O
i=1

(a) = (b):

toisaalta A, | 0 < A¢ 1 Q, ja B, = A%\ A5 | = A° N A,_; ovat
erillisia ja |J B,, = Q. o-additiivisuudesta seuraa

1=P(Q) = i P(B,)

(a) <= (b): vastaoletuksella.

(d): Todennékkoisyysavaruudella (§2, B(R)) varustettu Lebesgue mital-
la A, jolla A(R) = +o0,

ﬂ [n,00) =0
neN
mutta A([n, 00)) = +o0 4 0.
(a) Todista ensimméinen Borel Cantelli lemma:
kun i P(A,) < oo, siitd seuraa P(limsup 4,) = 0
R. Ij;l:e1 luentomonisteesta. '

(b) Olkoon (A, : n € N) P-riippumattomia tapahtumia,
joilla P(A,,) < 1 Vn.

Osoita ettd P(limsup A,) = 1 <= IP’(U An> =1

Vihje muista toinen Borel Cantelli lemma.
R Selvisti limsup A,, C |J 4, ja = seuraa.

n n



Jos ]P’(U An> = 1, komplementtille patee

n
N

SUDEEGERS U

n=1

=[] - Pan)

Koska (1 — P(A,)) > 0 Vn € N, téstéd seuraa VN € N

0= ]~ P(A))=P([] 4

ja koska (> v Aj, kasvaa kun N kasvaa
0= lim P( M A = P(U N A;;) = P(lim inf A7)
n>N NeNn>N
siksi komplementtille patee P(limsup,, A,) = 1.

5. Olkoon (X, (w) : n € N) satunnaismuuttujien jono jotka ovat P-riippumattomia
ja samoin jakautuneita jolla Ep(X?) < oo.

(a) Osoita: Ve > 0,
lim nP(|X;| >evn) =0
n—oo
eli
B(|X1| > ev/n) = = = o(n ™)

jossa a, — 0 kun n — oc.

Vihje Voit kiyttad Tehtavin 2 kaavoja eksponentilla £ = 2. R.
Seuraa Fubinista ettd Ve > 0,

+00>F XN _ OOP(X2>52t)dt: OOP(X>5\/E)dt
(5)-1 J



jossa

an =nP(X > ev/n)
Seuraa ettéd liminf, a, = 0, muuten sarja Z;ozl
koska >">° n~! = +o0.

Tama ei vield sulje pois sita ettd mahdollisesti lim sup,, a,, > 0.
Kuitenkin, koska

an .
42 el suppenesi,

0 <nl(X?*(w)>n) < X?*(w) jossa B(X?) < oo

ja lim, 1(X?(w) > n) = 0 Vw € Q, dominoidun konvergenssin
lauseesta seuraa

nP(X?*(w) >n) — 0
Kirjoita stokastisen konvergenssin maéritelma R Lue leuntominis-
teesta.
Osoita
1 P
%max{\)(ﬂ c1<k<n}—0
stokastisen konvergenssin mielessa.

Vihje Kéytd P-riippumattomuutta ja tehtdvin osaa (a).
R

n

P(max{]Xk|: 1§k§n}§a\/ﬁ) :P(]legg\/ﬁ) (1_?

n—0o0

— exp (— lim a,) = exp(0) =1

P-riippumattomuuden nojalla, koska

lim (1 - %)n — exp(—a)

n—oo

Siksi komplementtitapahtumalle

lim P<n1/2max{|Xk] c1<k<n}> &?) =0

n—oo

eli
n_l/QmaX{|Xk| 1<k <n} 5o

stokastisen konvergenssin mielessé.

Qn

"



