
HY, Todennäköisyysteoria I tentti, ratkaisut 11 maaliskuuta
2015

Valitse 4 tehtävää listasta 1,2,3,4,5,6 ja vastaa tehtävien kysymyksiin.
Toki voit myös ratkaistaa kaikki tehtävät jos sinulle jää siihen tarpeeksi aikaa.
Kokeen kesto on 3 tuntia.

1. (a) Esitä σ-algebran määritelmä.
R. luentomoniste.

(b) Esitä Borelin σ-algebran määritelmä.
R. luentomoniste.

(c) Esitä tulo σ-algebran määritelmä.
R. luentomoniste.

(d) Todista väite

B(Rd) = B(R)⊗ · · · ⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
d-kertaa

jossa B(Rd) on Rd avaruuden Borel σ-algebra ja oikealla puolella
on d-kertainen tulo Borelin σ-algebroista.
R. (harjoitus 2.6)
Rd on separoituva metrinen avaruus jossa Qd on numeroituva ja
tiheä Rd:ssa.
Määritelmän mukaan avaruuden Ω = Rd Borelin σ algebra on
avomien joukkojen virittämä σ-algebra.
Kun t ∈ Rd, olkoon

(−∞, t] = {s ∈ Rd : si ≤ ti, i = 1, . . . d}

Todistan ensin että luokka

I =
{

(−∞, q), q ∈ Qd
}

on π-luokka joka virittää Borelin σ-algebran B(Rd). Siitä seuraa

B(Rd)σ(I) ⊆ B(R)⊗ · · · ⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
d-kertaa

Jos U ⊆ Rd on avoin joukko, ∀x ∈ U on olemassa pallo

B(qx, rx) :=
{
y : |y − qx| < rx},
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jolla x ∈ B(qx, rx) ⊆ U , qx ∈ Qd ∩ U , rx ∈ Q+.
Koska Qd on numeroituva, tästä seuraa että avoin joukko on nu-
meroituva yhdiste avoimista palloista

U =
⋃
n∈N

B(qn, rn)

jossa qn ∈ Qd ∩ U ja r ∈ Q+.
Huomataan että voidaan myös korvata palloja d-ulotteisilla kuu-
tioilla: Jos U on avoin Rd:ssa, koska Q on tiheä R:ssa, ∀x ∈ U
∃r, q ∈ Qd jolla r < q (eli ri < qi kun i = 1, . . . , d

x ∈ (r, q) := (r1, q1)× (r2, q2)× · · · × (rd, qd) ⊆ U.

Selvästi B(Rd) ⊇ σ(I), koska (−∞, q) ∈ B(Rd).
Kun q, r ∈ Qd, (−∞, q)∩ (−∞, r) = (−∞, r∧ q) jossa r∧ q ∈ Qd,
(r ∧ q)i = min(ri, qi), i = 1, . . . d, eli I on π-luokka.
Huomataan että avoin laatikko kulmapisteilla r ≤ q ∈ Qd, ( eli
ri ≤ qi kun i = 1, . . . , d) on

L(r, q) := {s ∈ Rd : r < s < q} ∈ σ(I).

Esimerkiksi kun d = 2, laatikon indikaattori funktiolla on esitys

1{t ∈ L((r1, r1), (q1, q2)(} = 1{t ∈ (−∞, (q1, q2))}+ 1{t ∈ (−∞, (r1, r2))}
−1{t ∈ (−∞, (r1, q2))} − 1{t ∈ (−∞, (q1, r2))}

joka yleistyy korkeammalle dimensioille.
Olkoon U ⊆ Rd avoin joukko. Koska U on avoin, kaikille x ∈ U on
olemassa avoin laatikko L(r(x), q(x)) jolla x ∈ L(r(x), q(x)) ⊆ U
kulmapisteillä r(x) ≤ q(x) ∈ Qd. Tästä seuraa että

U =
⋃
x∈U

L(r(x), q(x)) ∈ σ(I)

koska yhdiste on numeroituva (vaikka avoin joukko U on ei-numeroituva
): rationaalisten kulmapisteiden määrä on korkeintaan numeroitu-
va.
Koska määritelän mukaan avoimet joukot virittävät Borelin σ-
algebran , myös σ(I) ⊇ B(Rd).
Huomataan myös että kun Ai ∈ B(R), i = 1, . . . , d,

A1 × A2 × · · · × Ad = B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bd
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jossa

Bi = ( R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
i− 1-kertaa

×Ai × R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
d− i-kertaa

) ∈ B(Rd),

josta seuraa

B(Rd) ⊇ B(R)⊗ · · · ⊗ B(R)︸ ︷︷ ︸
d-kertaa

2. n henkilöä käyvät teatterissa ja ennen esitystä jokainen jäättää hat-
tunsa naulakkoon. Esityksen jälkeen jokainen saa takaisin naulakosta
satunnaisesti poimitun hatun, ja kaikilla hattujen permutaatioilla on
sama todennäköisyys.

Olkoon Xk satunnaismuuttujat jolla

Xk(ω) =

{
1 jos k-henkilö saa takaisin oman hattunsa
0 muuten

Sn(ω) =
n∑

k=1

Xk(ω) = #{ henkilöt jotka saavat takaisin oman hattunsa
}

(a) Osoita : kun 2 ≤ k ≤ n, z ∈ {0, 1}

Pn(X1 = z,X2 = z, . . . Xk = z) ≥ Pn(X1 = z)Pn(X2 = z) . . . Pn(Xk = z)

R. Kun z = 1

Pn(X1 = 1, X2 = 1, . . . , Xk = 1) = Pn(X1 = 1)Pn−1(X1 = 1, . . . , Xk−1 = 1)

= · · · = Pn(X1 = 1)Pn−1(X1 = 1) . . . Pn−k+1(X1 = 1) ≥ Pn(X1 = 1)k

koska kun m ≤ n, Pm(X1 = 1) = m−1 ≥ Pn(X1 = 1) = n−1.
Kun z = 0, n = 2

P2(X1 = 0, X2 = 0) =
1

2
≥ P2(X1 = 0)2 =

1

4

Kun z = 0,

Pn(X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk = 0)

= Pn(X1 = 0)Pn(X2 = 0|X1 = 0) · · ·Pn(Xk = 0|X1 = 0, X2 = 0 . . . , Xk−1 = 0)
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Kun k = 2, epäyhtälö seuraa suoralla laskulla:

Pn(X2 = 0|X1 = 0) =

Pn(X2 = 0|X1 = 0, B1,2)Pn(B1,2|X1 = 0) + Pn(X2 = 0|X1 = 0, Bc
1,2)Pn(Bc

1,2|X1 = 0)

= 1× 1

n− 1
+

(n− 2)

(n− 1)

(n− 2)

(n− 1)
=

1

n− 1
+

(n− 2)2

(n− 1)2
= 1− (n− 2)

(n− 1)2
> Pn(X2 = 0) =

n− 1

n
= 1− 1

n

Yleisemmin, huomataan myös että epäyhtälöt

Pn(X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk = 0) > Pn(X1 = 0, X2 = 0, . . . Xk−1 = 0)Pn(Xk = 0)

Pn(X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk−1 = 0|Xk = 0) > Pn(X1 = 0, X2 = 0, . . . Xk−1 = 0)

Pn(Xk = 0|X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk−1 = 0) > Pn(Xk = 0)

ovat yhtäpitäviä kun ovat voimassa.
Merkitään tapahtuma

B`,k =
{
`-henkilö on poiminut naulakosta k-henkilön hatun

}
Huomataan että ∀` 6= `′, k 6= k′,

B`,k ∩B`′,k = ∅, B`,k ∩B`,k′ = ∅, Xk(ω) = 1Bk,k
(ω)

ja

Ω =

(k−1⋂
`=1

Bc
`,k

)
∪
(k−1⋃

`=1

B`k

)

Pn(Xk = 1|X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0)

= Pn

(
Xk = 1

∣∣ k−1⋂
`=1

Bc
`,k

)
Pn

(k−1⋂
`=1

Bc
`,k

∣∣X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0
)

=
1

n− k + 1
Pn

(k−1⋂
`=1

Bc
`,k

)Pn

(∣∣X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0
∣∣⋂k−1

`=1 B
c
`,k

)
Pn(X1 = 0, . . . Xk−1 = 0)

=
1

n− k + 1
· n− 1

n
· n− 2

n− 1
· · · n− k + 1

n− k + 2

Pn−1
(
X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0

)
Pn(X1 = 0, . . . Xk−1 = 0)

=
1

n

Pn−1
(
X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0

)
Pn(X1 = 0, . . . Xk−1 = 0)

≤ 1

n
= Pn(Xk = 1)
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jossa

Pn−1
(
X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0

)
≤ Pn(X1 = 0, . . . Xk−1 = 0)

ja on yhtä pitävä

Pn(Xk = 0|X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0) ≥ Pn(Xk = 0) =
n− 1

n

(b) Ovatko satunnaismuuttujat (Xk : 1 ≤ k ≤ n) P -riippumattomia?
ovatko samoin jakautuneita?
R. Koska epäyhtälö on aito, satunnaismuuttujat eivät ole riippu-
mattomia. Ovat kyllä samoin jakautuneita. Tilanne on symmet-
rinen koska oletetusti tasainen jakauma permutaatiorhymässä on
permutaatio invariantti.

(c) Laske odotusarvot EPn(Xk), EPn(XkX`) kun 1 ≤ k 6= ` ≤ n. R.

EPn(X1) = EPn(Xk) = Pn(X1 = 1) =
1

n
,

EPn(X1X2) = P (X1 = 1, X2 = 1) =
1

n(n− 1)

(d) Laske odotusarvot EPn(Sn) eli keksimäärin montako ihmista saa
takaisin juuri omaa hattunsa eikä toisen henkilön hatun? R.

EPn(Sn) = EPn

( n∑
k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

EPn(Xk) = nEPn(X1) = nn−1 = 1

(e) Laske myös EPn(S2
n)

EPn(S2
n) = EPn

({ n∑
k=1

Xk

}2)
=

n∑
k=1

EPn(Xk) + 2
∑

1≤k<`≤n

EPn(XkX`) = nEPn(X1) + 2

(
n

2

)
EPn(X1X2)

= 1 + 2
n(n− 1)

2

1

n(n− 1)
= 1 + 1 = 2

(f) Osoita

lim
n→∞

Pn(Sn = 0) = lim
n→∞

Pn

(
Xk = 0,∀1 ≤ k ≤ n

)
=

lim
n→∞

Pn

(
{ ei kukaan saa omaa hattunsa takaisin }

)
≥ exp(−1)
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(Itse asiassa tämä epäyhtälö on aito yhtälö). R.

Pn(Sn = 0) ≥ Pn(X1 = 0)n =

(
n− 1

n

)n

=

(
1− 1

n

)n

→ exp(−1) kun n→∞

3. Olkoon satunnaismuuttujat (Uk(ω) : k ∈ N) P -riippumattomia ja ta-
saisesti jakautuneita välissä [0, 1], eli

P (U1 ∈ (a1, b1], . . . , Un ∈ (an, bn]) =
n∏

k=1

(bk − ak)

∀n ∈ N, 0 ≤ ak ≤ bk ≤ 1.

Olkoon

Xn(ω) = max{U1(ω), . . . , Un(ω)
}
, ja Yn(ω) = min{U1(ω), . . . , Un(ω)

}
(a) Osoita etta P (Yn ≤ t) = P (Xn ≥ 1− t) kun t ∈ (0, 1).

Vihje Osoita ensin että Vn(ω) = 1 − Un(ω) on myös tasaisesti
jakautunut välissä [0, 1].

(b) Laske Xn ja Yn kertymäfunktiot ja tiheysfunktiot.

(c) Laske E(Xk
n) ja E(Y k

n ) jossa k ∈ N.

(d) Osoita

lim
n→∞

Xn(ω) = 1, ja lim
n→∞

Yn(ω) = 0, P -melkein varmasti .

Vihje Muista Borel Cantellin lemmat.
R. (harjoitus 4.3) Riippumattomuuden nojalla,

P (Xn ≤ t) = P (U1 ≤ t, U2 ≤ t, . . . , Un ≤ t) = P (U1 ≤ t)P (U2 ≤ t) . . . P (Un ≤ t)

= P (U1 ≤ t)n = tn

Xn jakauma on absoluttisesti jatkuva koska kertymäfunktiolla on
derivaatta

pXn(t) =
d

dt
P (Xn ≤ t)

d

dt
tn = ntn−1

joka on jakuman tiheysfunktio Lebesgue mitan suhteen.

E(Xk
n) = n

∫ 1

0

tk+n−1dt =
n

n+ k
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Huomataan että ∀ω, Xn(ω) ≤ Xn+1(ω) ≤ 1 ja siksi ∀ω on olemas-
sa monotoninen raja X∞(ω) = limn→∞Xn(ω) ≤ 1.
Koska ∀t ∈ [0, 1)

∞∑
n=1

P (Xn ≤ t) =
∞∑
n=1

tn =
t

1− t
<∞

siitä seuraa että P (lim supn{ Xn ≤ t}) = 0 ∀t < 1, ja siksi
limn↑∞Xn(ω) = 1 P -melkein varmasti.
Olkoon V (ω) = 1− U(ω).

P (V ≤ t) = P (1− U ≤ t) = P (U ≥ 1− t) = 1− P (U < 1− t) = 1− (1− t) = t

Yn(ω) ja Y ′(ω)n :=
(
1−Xn(ω)

)
ovat samoin jakautuneita:

P (Yn ≤ t) = P
(
min{U1, . . . , Un} ≤ t

)
= P

(
min{U1, . . . , Un} ≤ t

)
= P

(
1−max{V1, . . . Vn} ≤ t

)
= P

(
1−Xn ≤ t

)
= P (Xn ≥ 1− t) = n

∫ 1

t−1
sn−1ds = 1− (1− t)n

tai suoraan

P (Yn ≤ t) = 1− P (Yn > t) = 1− P (Y1 > t)n = 1− (1− t)n

Yn tiheys funktio on

pYn(t) =
dP (Yn ≤ t)

dt
= n(1− t)n−1 = pXn(1− t)

E(Y k
n ) = n

∫ 1

0

(1− t)n−1tkdt = n
Γ(n)Γ(k + 1)

Γ(n+ k + 1)
=
n(n− 1)!k!

(n+ k)!
=

n!k!

(n+ k)!
=

(
n+ k

n

)−1
jossa laskuissa esintyy Beta integraali.
Koska Yn(ω) = 1−max{V1(ω), . . . Vn(ω)} jossa Vi(ω) = 1−Ui(ω)
ovat riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita välissä [0, 1], seuraa
että P -melkein varmasti

lim
n→∞

Yn(ω) = 1− lim
n→∞

(1− Yn(ω)) = 1− 1 = 0

4. Olkoon X(ω) Gaussinen satunnaismuuttuja, odotusarvolla E(X) = 0
ja varianssilla E(X2) = σ2, kertymäfunktiolla

FX(t) = P (X ≤ t) =
1√

2πσ2

∫ t

−∞
exp
(
− x2

2σ2

)
dx
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Olkoon Y (ω) = X(ω)2. Laske Y :n jakauman kertymäfuktio FY (t) =
P (Y ≤ t) ja tiheysfunktio.

R. Kun t ≥ 0,

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (X2 ≤ t) = P (−
√
t ≤ X ≤

√
t
)

=
1√

2πσ2

∫ √t
−
√
t

exp
(
− x2

2σ2

)
dx =

√
2

πσ2

∫ √t
0

exp
(
− x2

2σ2

)
dx

=

√
2

πσ2

∫ t

0

exp
(
− y

2σ2

)∣∣∣∣dx(y)

dy

∣∣∣∣dy =
1√

2πσ2

∫ t

0

exp
(
− y

2σ2

)
y−1/2dy

muuttujan vaihdolla y = x2, x =
√
y, ja Y :n jakauman tiheysfunktio

on

pY (t) =
dP (Y ≤ t)

dt
=

1√
2πσ2

exp
(
− y

2σ2

)
y−1/2

5. Todennäköisyysavaruudella (Ω,F ,P), olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) P -riippumattomia
ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla

P (X1 ≥ 0) = 1, EP(X1) <∞, ja EP
( 1

X1

)
<∞.

Olkoon Sn(ω) = X1(ω) + · · ·+Xn(ω), n ∈ N.

Laske

EP

(
Sm

Sn

)
jossa m ≤ n.

Vihje

1 =
X1 + · · ·+Xn

Sn

R.

1 = EP

(Sn

Sn

)
=

n∑
k=1

EP

(Xk

Sn

)
= nEP

(X1

Sn

)
⇐⇒ EP

(X1

Sn

)
=

1

n

ja

1 = EP

(Sm

Sn

)
=

m∑
k=1

EP

(Xk

Sn

)
= mEP

(X1

Sn

)
=
m

n
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6. Olkoon X(ω) satunnaismuuttuja todennäköisyysavaruudella (Ω,F ,P).

Osoita että seuraavat väitteet ovat yhtäpitäviä

(a) EP(|X|) <∞
(b) ∀c > 0,

∑
n∈N

P
(
|X| > cn

)
<∞

(c) ∃c > 0:
∑
n∈N

P
(
|X| > cn

)
<∞

R. Fubini lauseesta, kun c > 0

c−1EP (|X|) = EP (c−1|X|) =

∫ ∞
0

P (|X| > ct)dt

seuraa yksinkertaisesti odotusarvon lineaarisuudesta jos on olemassa

c > 0 jolla
∞∫
0

P (|X| > ct)dt < ∞, sitä seuraa
∞∫
0

P (|X| > Kt)dt < ∞

∀K > 0.

Väite seuraa koska ∀t > 0,

0 ≤
∞∑
n=1

P (|X| > cn)1((n− 1)c ≤ t < nc) ≤ P (|X| > ct)

≤
∞∑
n=0

P (|X| > cn)1(nc ≤ t < (n+ 1)c)

ja integroimaalla Lebesgue mitan suhteen saadaan

0 ≤
∞∑
n=1

P (|X| > cn) ≤
∫ ∞
0

P (|X| > ct)dt ≤
∞∑
n=0

P (|X| > cn)
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