HY Todenn#kéisyysteoria, kevit 2015, laskuharjoitukset 2 (4.2.2015)

1. Todennékoisyysavaruudessa (2, F), additiivinen todennékoisyys P on
o-additiivinen jos ja vain jos kaikille jonoille (4, : n € N) C F jolla
A, L0, ali A, D Ayiqja () A =0, seuraa P(A,) | 0.

neN

Tamaé ei pdde dérettomélle mitalle, esimerkiksi Lebesguen mitalle (R, B(R))
avaruudessa, joka on o-aarellinen. Keksi vastaesimerkki.

2. Olkoon (€2, F) todennékéisyysavaruus (F on o-algebra).
Muistetaan ulkomitan méaéritelmé:
Kuvaus A : F — [0, +o0] on ulkomitta (engl. outer measure ) jos
(a) A(@) =0,
(b) Ay C Ay A eF, i=12 = A1) <Ay
(¢) A on ali-o-additiivinen: kun {4, : n € N} C F,

A (Lnj An> < Zn: AA,)

Osoita: kun Q todennédkoéisyysmittojen kokoelma todennékoisyysava-
ruudella (€2, F), seuraa ettd

A(A) = sup Q(A), AeF,
QeQ

on ulkomitta.
3. Olkoon 1, 19 o-additiivisid mittoja todennékoisyysavaruudessa (€2, F).

(a) Miké on pienin ulkomitta A : F — [0, +0o0]
jolla A(A) > ju(A), VA€ F i€ 1,27

(b) Miké on pienin o-additiivinen mitta u : F — [0, +00]
jolla u(A) > p;(A),VAe F,ie 1,27

4. Todennékoisyysavaruudessa (2, F, P), maaritelladn mielivaltaisen jou-
kon G C Q2 ulkomitta



jossa infimum otetaan yli kaikkien numeroituvien mitallisten peitteiden
oo
{F,:neN}C FjollaGC | F,.
n=1
Caratheodoryn laajennuslauseen todistuksessa osoitettiin ettd P* on ul-

komitta, siis on numeroituvasti sub-o-addiitivinen, kasvava, ja P*((})) =

0.
Maariteltiin myos o-algebra L joka koostuu kaikista joukoista A C
jotka jakaavat siististi ulkomitan P* seuraavalla tavalla

P*(G) = P*(GNA)+ P*(GN A% VYGCQ

L jasenet kutsutaan myos P*-mitallisiksi. Olemme myd6s osoittaneet et-
td P*: L+ [0,1] on o-additiivinen todennékoisyysmitta.

Maaritelladn nyt joukkoperheet

F¥'={ACQ:3B,B"€ F with B D AD B" and P(B'\ B") =0},
NP ={ACQ:3B € F with B2 Aand P(B) =0} ( P-nolla joukot )

(a) Osoita etté jokaiselle joukolle G C 2, on olemassa joukko F' € F
jolla F' D G ja P(F) = P*(G).

(b) Osoita etté jokaiselle joukolle G € L, on olemassa joukko F € F
jolla £ C G and P(E) = P*(G).
Vihje: soveltakaa tehtdvén a) tulosta joukolle G ja kiyté oletusta
GelL.

(c) Osoita ettd F©' = o(F,NT). Tami on o-algebran F P-téydennys
P-nolla mittaisilla joukoilla.

(d) Osoita ettd F¥ = L. Vihjeet: Osoittakseen etti N C £, muista
ettd ulkomitta P* on kasvava ja subadditiivinen.
Osoittakseen ettd o(F,NT) D L, kiiyti tehtivia a),b).

5. Olkoon P todennikdisyysmitta avaruudessa (2 = R, F = B(R)), ja
F(t) = P((—o0,t]), joka kutsutaan todennikdisyysmitan kertymé-
funktioksi. Osoita:

(a) F on kasvava

(b) F on oikealta jatkuva. Vihje: Kéyta todennékoisyyden o-additiivisuutta.
()
lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T—r—00 T—+00



(d) Keksi esimerkki jossa F' ei ole jatkuva.
Vihje: mééritellddn pistemassa 0,(A) := 1(x € A) jossa z € R,
A € B(R).
Osoita ettd d,(-) on todenndkoisyys. Mikd on sen kertyméfunktio?
6. Midritelmin mukaan avaruuden Q = R? Borelin ¢ algebra on avomien

joukkojen virittdma o-algebra.

Kun t € R?, olkoon

(—oo,f] ={s€R: s; <tyi=1,...d}

Osoita ettd luokka

T = {(—o0,q],q € Q%}

on m-luokka joka virittdd Borelin o-algebran.

Vihje Jos U on avoin R%:ssa, ja @ on tihed R:ssa, Vz € U 3r,q € Q?
jollar <gq(elir; <g kuni=1,...,d

e (r,q) = (r,q) % (r2,q2) X -+ X (rg,q4) C U.

7. Olkoon (X, (w) : n € N) R-arvoisten satunnaismuuttujen jono toden-
nakoisyysavaruudessa (€, F).

Osoita etta

limsup X,,(w) := lim sup Xj(w), liminf X, (w) = lim inf X;(w),

n n—00 >n n—oo k>n

e ovat olemassa Vw € €1,

e ovat (F-mitallisia) satunnaismuuttujia.



