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1. Olkoon (X,Γ, µ) mitta-avaruus, f ∈ Lp(X) ja t > 0. Johda Chebys-
hevin epäyhtälö

µ
(
{x ∈ X : |f(x)| > t}

)
≤
(
‖f‖p
t

)p

.

2. Sanomme, että mitallinen funktio f : Rn → Ṙ kuuluu ”heikkoon L1-
avaruuteen” weak-L1(Rn), jos on olemassa vakio c = cf < ∞ siten,
että

m
(
{x ∈ Rn : |f(x)| > t}

)
≤ c

t
∀t > 0.

(a) Totea, että L1(Rn) ⊂ weak-L1(Rn).
(b) Osoita esimerkin avulla, että weak-L1(R) 6⊂ L1(R).

3. Olkoot A, B ⊂ Rn mitallisia siten, että

m
(
A ∩Bn(x, 1/i)

)
≤ m

(
B ∩Bn(x, 1/i)

)
,

kun x ∈ A, i ∈ N, ja Bn(x, 1/i) = {y ∈ Rn : |x− y| < 1/i}. Osoita,
että m(A) ≤ m(B).

4. Olkoon f ∈ L1(Rn). Osoita, että Mf(x) < +∞ m.k. x ∈ Rn.

5. Olkoon f ∈ L1
loc(Rn) lokaalisti integroituva funktio, t > 0, At =

{x ∈ Rn : |f(x)| ≤ t/2}, g = fχAt ja h = f − g. Osoita, että

{x ∈ Rn : Mf(x) > t} ⊂ {x ∈ Rn : Mh(x) > t/2}.

6. Olkoon f : Rn → Ṙ mitallinen. Osoita, että jokaisella t > 0 pätee:

m
(
{x ∈ Rn : Mf(x) > t} ≤ 2 · 5n

t

∫
{x : |f(x)|>t/2}

|f(y)|dy.


