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Uppgift. 1
Ar foljande péstaenden sanna eller falska? Motivera dina svar.

(a) Om A C R™ och m*(A) > 0, s& innehaller A en icke-tom 6ppen méngd.

(b) Om A C R™ och m*(A) < oo, s& &r A en begrénsad méngd.

Losning:
Bada pastaenden ar falska, motexempel existerar i n = 1 fallet.
(a) Lat A =10,1] \ Q. D& &r:

1=m*([0,1]) = m* (AU ([0,1]NQ)) <m™(A) +m*(([0,1]NQ))

Eftersom m*(([0,1] N Q) = 0 (méngden &r uppricknerlig) s& giller m*(A) > 1.
A andra sidan existerar det rationella tal i vilket som helst delinterval av [0, 1],
vilket betyder att A inte innehaller ndgra (icke-tomma) dppna méngder, vilka i
n = 1 ar de Oppna intervallen pa tallinjen.

(b) Mangden Q fungerar som motexempel. Som bevisas i kompendiet &r m*(Q) =
0 men for varje R > 0 existerar det rationella tal ¢ > R, s4 méngden Q ar inte
begransad.

Uppgift. 2

En funktion f: R — R séges vara Lipschitz-kontinuerlig om det existerar en
saddan konstant L > 0 att |f(z) — f(y)| < L|z — y| for alla z,y € R. Visa, att
om f dr Lipschitz-kontinuerlig och A C R &r en métbar méngd med m(A4) = 0,
s& ar ocksd bildmangden f(A) métbar och m(f(A)) = 0.

Losning:

Enligt sats 2.23 récker det att visa att m*(f(A4)) = 0. Lat € > 0 vara godt. Vi
konstruerar nést en Lebesgue-overtdckning F' till f(A) for vilken S(F’') < e.
Fran antagande m(A) = 0 foljer att det existerar en dvertidckning F till A dér



F ={L,...} och I}, = (ak,by) for vilken
€

S(F) < I

Konstruera nu F' = {I/,...} genom att lata I}, = (inf f(Ix),sup f(Ix)). Da ar
F' en Lebesgue overtdackning av f(A). Namligen om = € A sd ar « € [, for
nagot n. Darmed &r inf f(1,,) < f(z) <sup f(I,).

Nu géller for varje x,y € I, att | f(z) — f(y)| < L]z — y| vilket betyder att
I(I},) = |sup f(In) —inf f(I,,)| < L|sup(I,) — inf(L,)| = Llbn — an| = L-U(I,,)

och dérmed ar S(F') < L-S(F) < L- £ = € Fran vilket m*(f(A)) = 0 foljer
genom att lata e — 0.

Notera att den kanske mer intuitiva konstruktionen I = (f(ag), f(bx)) inte
duger for att garantera att F’ ar en overtickning av f(A) eller ens att F’ ar vil
definierat. Lat t.ex. f: R — R vara saddan att f(z) = —z. Da ar |f(x) — f(y)] =
| —z—(—y)|=|ly—=x| = 1|z —y| s& f & Lipschitz-kontinuerlig. Dock om
I=(a,b) tadr I'=(f(a), f(b)) inte ett intervall.

Uppgift. 3
Bevisa Lindelofs sats (Sats 2.41 i kompendiet).

Losning:
Vi borjar med att ndmna satsen

Lidel6fs sats Lat A C R" vara godtycklig och lat:

JVvao4
acA

vara en overtickning bestdende av 6ppna méangder V, € R™ for varje a € A. D4
existerar en uppricknerlig delévertéckning:

UV%DA

jEN

Bevis: Beviset ar véldigt lika uppgift 3 fran 6vning 1. Vi studerar méngden
Ag = ANQ". For varje x € Ag 1at Ay = UregAgr

- {a} om det existerar B(z,r) C Vj,
o () annars

Observera alltsa att for varje rationell radie véljer vi hogst ett index «. Notera
att varje x € Ag innehalls i nadgon V,, och 6ppenheten av V,, garanterar existen-
sen av atminstone ett r > 0 (vilket vid behov genom minskning kan antas vara
rationellt) for vilket B(x,r) C V,, dvs A, # 0 for alla z € Ag. D4 det existerar
upprécknerligt manga element i Ag och varje A, betar av uppréicknerligt manga
element ar samlingen:

A= ] A

€A



uppricknerlig.

Det som ar kvar ar att visa att
U v A
ac A’

Lat alltsd = € A vara g.t. Om = € Ag ar z € V,, for nagot V,, € A, och dérmed
ar saken klar. Antag alltsa z € A\ Ag. Da ar = € V, for nagot a € A. Eftersom
V., dr oppen existerar det ett r > 0 (som kan antas vara rationellt) for vilket

B(x,r) C V,. Da ar § rationellt och titheten av Q™ betyder att det existerar

ett y € Ag sa att y € B(x, 5). Nuér x € B(y, §). och eftersom
By, 5) C Bla.r) C Va

(dér forsta inklusionen kan motiveras med triangelolikheten s som i upg. 3
6vning 1) sa existerar det nagot S € A, for vilket x € V. Da géller dven att

T e U Vo
ac A’
vilket skulle visas.
Uppgift. 4

Lat méngden A C R” ha foljande egenskap: For varje z € A finns det ett oppet
klot B(z,r,) for vilket m*(A N B(x,r,)) = 0. Visa, att m*(A4) = 0.

Losning:
Vi mérker forst att:

U B(z,r;) D A.

z€A
Dérmed existerar det enligt Lindelofs sats ett uppracknerligt deltécke:

U B(z,1y,) D A.
;€A
Nu ar:
m*(A):m(U(Aﬂng“rx ZAQBZL‘Z,TT)))—O.
1€N i=1

S& m*(A) = 0 eftersom m*(B) > 0 for alla B C R™.

Uppgift. 5
Visa, att méngden

A:{(m,y)ERQ:J;EQ,yER}
ir en miitbar delmiingd av R? och att m(A) = 0.

Losning:
Sa som tidigare sa ricker det att visa m*(A) = 0. Vi mérker {orst att:

A= J{(,y) |y eR}.

z€Q



m*(A) =m* [ ([J{@y) lyeRY ] <> m* ({(z.9) |y €R})

zeQ zeQ
Det récker alltsa att visa m*({(x,y) |y € R}) =0 for alla z € Q.

Lat alltsa x € Q och € > 0 vara g.t.

For varje y; € Q lat

Ij:(x—m%,erm,—il) X (yj*%,yfr%)
Da ar c .
W) =2 g 1= 55
och

{(zy) lyeR}c |J L.
jeN

Darmed géller det att:

m {(ey) lyerRY <m (L] <Y 5 =

jEN jeEN
och genom att lata e — 0 far vi att m* ({(x,y) | y € R}) = 0, vilket bevisar
uppgiften.

Uppgift. 6
Lat A C R™ vara en godtycklig méngd.

(a) Visa att det mot varje € > 0 svarar en oppen méingd B C R™ for vilken
A C B och
m*(B) <m*(A) +¢.

(b) Visa att det finns 6ppna méngder By, C R™ som uppfyller villkoren

AcC ﬁ By, och m* (ﬁ Bk> =m*(A).

k=1 k=1

Losning:

(a) Om m*(A) = oo s ar R™ en 6ppen mingd for vilken A C R™ och co =
m*(R) < m*(A) + € for alla e.

Annars 1at € > 0, da existerar det en Lebesgue évertidckning F = {Iy,...} till A
for vilken S(F) < m*(A) + e. Eftersom varje I,, r 6ppen &r méngden:

IZDIZDA

=1

oppen. Dessutom é&r:

m*(I) < Zm*(fi) = ZZ(L-) =S(F) <m*(4) +e



(b) Ater igen, om m*(A) = oo sa viljer vi B = R™ for alla k.
Annars s existerar det baserat pa del (a) f6r varje n € N en 6ppen méngd B,
for vilken A C B,, och

m*(B,) < m*(A) + E

- n

Da ar -
ﬂ B;,DA
=1

fran vilket det foljer att m*(A4) < m* (N2, Bi)- A andra sidan &r Niey Bi C
By, 11 for alla n fran vilket vi kan hérleda olikheten:

Fran detta foljer att m*(A) > m* ;= B;). Néamligen om m* (o, B;) >
m*(A) si existerar nagot n’ for vilket: m* (N;2; B;) > m*(A) + -, en motsi-
gelse.



