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1. Tarkastellaan lineaarista mallia Y = Xβ + ε, ε ∼ N
(
0, σ2In

)
(β ∈ Rp, σ2> 0,

r (X) = p).Osoita, että residuaalivektorille ε̂ pätee ε̂ = (In −P) ε, jossaP = X (X′X)−1X′
(ks. monisteen s. 9) ja laske tämän ja liitteen A.1 tulosten avulla E (ε̂) , Cov (ε̂) ja
Cov(ε̂, β̂).

2. Olkoon Y1, ..., Y6 riippumattomia normaalisti jakautuneita satunnaismuuttujia,
joille pätee Yi ∼ N(µi, σ2) ja

µi =


β2, kun i = 1, 2, 3

β1, kun i = 4

β1 − β2, kun i = 5, 6.

Muotoile tilanne lineaarisena mallina käyttäen matriiseja ja muodosta parametrien β1
ja β2 SU-estimaattorit. Selvitä lisäksi Lauseen 2.1(i) tulosta käyttäen parametrivek-
torin β = [β1 β2]

′ estimaattorin β̂ = [β̂1 β̂2]
′ jakauma. Ovatko estimaattorit β̂1 ja

β̂2 riippumattomia?

3. Olkoon oikea (täysiasteinen) malli Y = X1β1 + X2β2 + ε (ε ∼ N
(
0, σ2In

)
,

β1∈ Rp1 , β2∈ Rp2 , σ2> 0). Oletetaan, että β1 estimoidaan kuitenkin käyttäen mallia,
josta X2 on jätetty pois (eli malliyhtälö on Y = X1β1+ ε∗). Laske näin saadun β1:n
PNS-estimaattorin odotusarvo ja selvitä milloin tämä estimaattori on harhaton?

4. Tarkastellaan tehtävän 1 mallia erikoistapauksessa p = 1, jolloin malliyhtälö on
havaintoyksiköittäin ilmaistuna Yi = βxi + εi, i = 1, ...., n, ja X on vektori x =
[x1 · · · xn]′. (i) Osoita, että PNS-estimaattori parametrille β on

β̂ =

∑n
i=1 xiYi∑n
i=1 x

2
i

.

(ii) Oletetaan nyt, että selittävän muuttujan xi paikalla mallissa ja PNS-estimaattorissa
β̂ on satunnainen Xi. Osoita PNS-estimaattorin harhattomuus eli E(β̂) = β, kun
monisteen s. 11 mainittu ehto (a) eli (X1, ..., Xn) ‖ (ε1, ..., εn) pätee. Perustele
lisäksi, miksei harhattomuus välttämättä päde ilman tätä riippumattomuutta. (Vih-
je: Kohdassa (ii) kannattaa sijoittaa Yi = βXi + εi. Viimeisessä kohdassa ei vaadita
tarkkaa matemaattista perustelua.)


