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1 Lineaarialgebraa
Tässä osiossa palautetaan pikaisesti mieleen lineaarikuvauksen ja sen ytimen kä-
sitteet. Tämän jälkeen todistetaan tulos, joka antaa hyödyllisen karakterisoinnin
lineaarikuvauksen injektiivisyydelle.

Olkoot V ja W vektoriavaruuksia. Funktio L : V → W on lineaarikuvaus, jos
kaikilla x, y ∈ V ja c, d ∈ R pätee

L(cx+ dy) = cL(x) + dL(y). (1)

Lineaarikuvauksen L ydin on

kerL = {x ∈ V | L(x) = 0} .

Propositio 1.1. Lineaarikuvaus L on injektio, jos ja vain jos kerL = {0}.
Todistus. Oletetaan, että L on injektio. Nyt jos x ∈ kerL eli L(x) = 0, niin koska
myös L(0) = 0, seuraa injektiivisyydestä x = 0. Siispä kerL = {0}.

Oletetaan sitten, että kerL = {0}. Nyt jos L(x) = L(y), niin yhtälöstä (1)
seuraa

L(x− y) = L(x)− L(y) = 0,
joten x− y ∈ kerL = {0} ja siten x− y = 0 eli x = y. Siis L on injektio.
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2 Joukko-oppia
Määritelmä 2.1. Joukkojen A ja B

(i) yhdiste on A ∪B = {x | x ∈ A tai x ∈ B},

(ii) leikkaus on A ∩B = {x | x ∈ A ja x ∈ B} ja

(iii) erotus on A \B = {x ∈ A | x /∈ B}.

Määritelmä 2.2. Joukkoperheen (Aj)j∈J , missä J 6= ∅, leikkaus on⋂
j∈J

Aj = {x | x ∈ Aj kaikilla j ∈ J} .

Joukkoperheen yhdiste määritellään samaan tapaan. Tällöin ei vaadita ehtoa J 6= ∅,
koska on luonnollista, että ⋃

j∈∅ Aj = ∅.

Huomautus 2.3. De Morganin lait pätevät myös äärettömissä tapauksissa – esimer-
kiksi

X \
⋂
j∈J

Aj =
⋃
j∈J

(X \ Aj).

3 Logiikkaa

3.1 Propositiologiikkaa
Osoitetaan propositiolause p → (q → (p ∧ q)) taulologiaksi tekemällä lauseelle
totuustaulu:

p q p → (q → (p ∧ q))
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3.2 Predikaattilogiikkaa
Predikaattilogiikassa on käytettävä Tarskin totuusmääritelmää, josta seuraa esi-
merkiksi, että

¬∀xP (x)→ ∃x¬P (x)
on validi. Jonkin kaavan φ validisuus tarkoittaa, että josM on mikä tahansa malli
ja s sen mikä tahansa tulkintafunktio, niin aina

M |=s φ,

missä esimerkiksiM |=s P (x) tarkoittaa, että s(x) ∈ PM.
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4 Analyysiä
Määritelmä 4.1. Funktio f : R→ R on tasaisesti jatkuva, jos kaikille ε > 0 löytyy
δ > 0, jolla kaikilla x, y ∈ R ehdosta |x− y| < δ seuraa |f(x)− f(y)| < ε.

Lasketaan sitten pikku integraali:

ˆ 2π

0
sin x dx =

2π/
0

− cosx

= − cos 2π − (− cos 0)
= −1 + 1 = 0.

Ja otetaan lopuksi pikku tulos:

Lause 4.2 (Divergenssilause). Olkoon V ⊂ R3 joukko, S = ∂V sen reuna ja F
jossain V :n ympäristössä määritelty funktio. Tällöin jos V ja F ovat ”riittävän
siistejä”, niin ˚

V

(∇ · F) dV =
‹
S

(F · n) dS.

Todistus. Epätriviaali.
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