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6. RESIDYLASKENTAA...

6.1. Residylause. Olkoon f analyyttinen yhdesti yhtenéisessd alu-
eessa D lukuunottamatta dérellista maaraa erillisia erikoispisteita z;,
Jj=1,...,n, missd z; € D, kaikilla j = 1,...,n. Silloin

/f(Z) dz = 27i ZRGS(f; 2) n(7; 2k)

kaikilla suljetuilla paloittain C'-poluilla v alueessa D, kun z; ¢ ||,
7=1,...,n.

7. MAARATTYJEN INTEGRAALIEN LASKEMISESTA

Tarkastellaan reaalisen integraalin méaaradmista tietyissé tapauksissa,
joissa integroitavassa funktiossa on trigonometrinen funktio, ja integroin-
tivalin pituus on 27 tai sen monikerta.

Olkoon @ rationaalifunktio, ja tarkastellaan integraalin

2

Q(cost,sint) dt
0

médrddmista. Olkoon vy = exp(it), kun t € [0, 27]. Formaalilla sijoituk-
sella z = exp(it), dz = iexp(it)dt, t € [0, 27| saadaan

cost = % lexp(it) + exp(—it)] = = (z +27")

N | —
—_

sint = % [exp(it) — exp(—it)] = - (2 —271),
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jolloin

/OWQ(COSt,Sth)dt:/Q(% (2_1_2—1)7%(2_2_1)) dt
k 1 .
s (oS5 5 )

missé pisteet a; ovat funktion () erillisia erikoispisteité yksikkOympyrén
sisalla.

7.1. Esimerkki. Lasketaan integraali
2m
I= / (cos3 t + sin” t) dt.
0

Sijoituksen z = exp(it), dz = izdt, t € [0, 27] avulla saadaan

%Q((Hz—l)?(z—;—l)) 1 (z—|—22_1)3+ <z—2;—1)2]

2 2 12
SR CRE N S T T
1z \ 8 8 8z 822 4 2 4z
:<Z_2+E+i 1= 1] 1
i &  8iz2 izt 4 2iz 423

Télla funktiolla on napa origossa, ja residy on 1/(2i). Siis
I =2mi— =m.
Mig, =T
7.2. Esimerkki. Maaraa
dt

2
1= [
o 2+cost

(exp(z’t) + exp(—it)),

Ratkaisu: Koska

; 1
cost = —
2
niin sijoituksella z = exp(it), dz = i exp(it)dt, kun ¢ € [0, 27], saadaan

dt

2 dt 27
[:/ _ :/ 1 - -
0 2+ cost 0 2+ 5(exp(it) + exp(—it))
3 7{ & 2 }'{ dz
S 243+ d)

2244241
|z|=1 |z|=1
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Koska 22 4+ 42+ 1 =0, jos ja vain jos z = —2 ++/3, niin 2°> + 424+ 1 =
(z4+2—3)(z + 24 3), jasiis

2 dz
[:?%(z+2—\/§)(z+2+\/§)'

j2=1

Funktiolla
1

(z+2—V3)(z+2+3)

on erikoispisteet z; = —24+1/3 ja 20 = —2—+/3, mutta integrointipolku
v, v(t) = exp(it), t € [0,27], kiertdd vain pisteen z;. Siis, koska z; on
yksinkertainen napa, niin

fize

2
I'==2mi Res(f; —2+ V3)
—drlim  f(2)(z+2—V3)
2——2+/3
_ Z24+2—14/3 1 o
= 47 lim -

i+ 2 -V (2 1243)  2vB VB

7.3. Huomautus. Edelld oleva menetelma soveltuu vain, jos integroimme
yli vélin, jonka pituus on 27 tai luvun 27 monikerta. Menetelméa ei

sovellu suoraan integraalin
Todt
1= / _
02+ cost

médrddmiseen. Syy on se, etté sijoitus z = exp(it) johtaa puoliympyréin
kehélle, ei suljetulle polulle. T&ll6in yksi tapa on hyodyntida integroi-
tavan funktion mahdollista symmetrisyytta. Funktio

B 1

"~ 2+4cost

g9(t)

on parillinen, joten

/7r . m
~ Jo2+cost /3

7.4. Esimerkki. M&aaraa integraalit

2T
L :/ exp(cost) cos(sint) dt, ja
0

2m
]2:/ exp(cost) sin(sin t) dt.
0
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Olkoon 7(t) = exp(it), kun t € [0, 27]. Residylauseen perusteella

/ SPE) _ i Res (eXp(z);O) = 2ri.

2 z
Sijoittamalla z = exp(it), dz = i exp(it)dt, saadaan

27 o
t t
/ exp(cos + Lo )iexp(z’t) dt =27 <=
0 exp(it)

2
/ exp(cost)(cos(sint) + isin(sint)) dt = 2.
0
Siis [1 =27 ja IQ =0.
Rationaalifunktion integraali yli koko reaaliakselin, kun in-

tegroivalla funktiolla on tietyt rajoitteet:

Jos raja-arvot

a 0
lim f(z)dz ja  lim / f(z)dz
a—oo [, b——o0 Jy

ovat olemassa, niin
0

/ f(x)dz = lim f(z)dx 4+ lim f(x)dx.
oo a—oo fn b——o0 Jy
Tamén integraalin Cauchyn padarvo, C.p.a, on puolestaan

00 R

Cp.a / f(z)dz = lim / f(x)dx.

oo R—o00 _R
On térkedd huomata, ettd Cauchyn padarvo voi olla olemassa, vaikka
integraalia ei olisi tavallisessa mielessa méadaritelty.

7.5. Esimerkki. Tarkastellaan integraalia

/ rdax.

Koska
R R 1
/ wdx:/—xQZO,
_R A 2
niin
R
lim zdx = 0.
R—oo J_p
Kuitenkin

00 a 0
/ rdxr = lim rdr+ lim rdxr =00 — o0,

0 a—oo Jq b——o0 b
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jota ei ole maaritelty.

7.6. Huomautus. Olkoon I'g(t) = Rexp(it), kun ¢t € [0,7] ja R > 0.
Oletetaan, ettéd kaikki avoimessa ylemmaéssé puolitasossa olevat funk-

tion f navat zp, k = 1,...,p, ovat polun y_g g} * I'p sisilld ja, ettd
suurilla R on olemassa vakio M siten, etté
M
FE) < 2

kun luku z on polun I'y jéljella. Silloin
R p
/ f(x)da + /f(z) dz =2mi Y Res(f;2).
—k k=1
I'r

Koska VR Iy
f(z)dz| < RWQ :%—)O,kunR%oo,

niin

R—o0

lim /Z f(z)dx = C.p.a /00 f(z)dx = 27TiZRes(f;zk).
- —o0 k=1

Toisaalta, jos
M
If(x)] < o2 Va, kun |z| = R
ja funktiolla f ei ole reaalisia napoja, niin reaalianalyysin tietojen pe-
rusteella integraali ffooo f(z)dz on olemassa ja siis

/OO flz)dz = C.p.a/OO flz)dz = 27T’iZRes(f;zk) .
—00 —0 k=1

7.7. Huomautus. Ehto

M

|f(2)] < = V% ku 2| =R

toteutuu, jos
P(z)
() =52

=30
jossa P ja @) ovat polynomeja, joille deg ) > 2 4 deg P ja polynomilla
() ei ole reaalisia nollakohtia.



