
Henkivakuutusmatematiikan jatkokurssin harjoitus 4, 4.5.2015

Kuvatkoon harjoitusten 3 mukainen prosessi Z vakuutetun tilaa ajassa. Oletetaan, et-
tä viipymisajat τ1, . . . , τK+1 ovat tehtävän 4 mukaiset ja että K ≥ 2. Vakuutuskausi on n
vuotta. Yhtiö korvaa vakuutetulle summan SK hetkellä TK , jos TK ≤ n. Vakuutus makse-
taan hetkellä 0 ekvivalenssiperiaatteen mukaisella kertamaksulla P . Korkoutuvuus on vakio
δ ≥ 0. Olkoon Fj,K muuttujan τj + · · ·+ τK kertymäfunktio, Mk,k+1 = Nk,k+1 − Λk,k+1 ja

Vk,1(t, v) = eδtSK

∫ n

t

[
µk+1(u− v)e−

∫ u−v
t−v µk+1(s)ds

∫ n−u

0
e−δ(w+u)dFk+2,K(w)

]
du,

Vk,2(t, v) = eδtSK

∫ n

t

[
µk+1(u− v)e−

∫ u−v
t−v µk+1(s)dse−δu

]
du,

Vk(t, v) =

{
Vk,1(t, v), jos k ≤ K − 2,

Vk,2(t, v), jos k = K − 1,

kun 0 ≤ v ≤ t ≤ n. Sovitaan lisäksi, että Vk(t, v) = 0, kun t < v.

1. Vakuutuksen vastuuvelka V (t) hetkellä t ∈ [0, n] määritellään ehdosta

V (t) = E
(
SK

∫ n

t
e−δ(u−t)dNK−1,K(u)|Ft

)
.

Tällöin

V (t) =

K−1∑
k=0

1(Z(t) = k)Vk(t, Tk).

Todista tästä väitteestä seuraava osa: jos BK−1 ∈ BK−1 ∩ (0, t]K−1, niin

E
(
1((T1, . . . , TK−1) ∈ BK−1, TK > t)SK

∫ n

t
e−δ(u−t)dNK−1,K(u)

)
= E (1((T1, . . . , TK−1) ∈ BK−1, TK > t)VK−1(t, TK−1)) .

2. Funktiot Vk,1 ja Vk,2 toteuttavat alueessa n > t > v > 0 differentiaaliyhtälöt

∂

∂t
Vk,1(t, v) = (δ + µk+1(t− v))Vk,1(t, v)− µk+1(t− v)Vk+1(t, t), k ≤ K − 2,

∂

∂t
Vk,2(t, v) = (δ + µk+1(t− v))Vk,2(t, v)− µk+1(t− v)SK , k = K − 1.

Todista näistä jälkimmäinen.

3. Olkoon t ≥ 0 ja

Γ(t) = P − SK
∫ t

0
e−δsdNK−1,K(s)− e−δtV (t)

hetkeen t mennessä kertyneen ylijäämän nykyarvo. Tällöin kaikilla t ∈ [0, n],

Γ(t) =

K−2∑
k=0

∫ t

0
e−δs(Vk(s, Tk)−Vk+1(s, s))dMk,k+1(s)+

∫ t

0
e−δs(VK−1(s, TK−1)−SK)dMK−1,K(s).



Todista tästä väitteestä seuraava osa: jos ω on sellainen, että T1 ≤ n, niin

Γ′(t) = e−δtµ1(t− T0) [V1,1(t, t)− V0,1(t, T0)] , ∀t ∈ (0, T1),

ja

Γ(t) =

∫ t

0
e−δs [V0,1(s, T0)− V1,1(s, s)] dM0,1(s), ∀t ∈ [0, T1].

4. Olkoon 0 ≤ h < k ≤ K − 2. Osoita, että ∀t ∈ [0, n],

Cov
(∫ t

0
e−δs(Vh(s, Th)− Vh+1(s, s))dMh,h+1(s),

∫ t

0
e−δs(Vk(s, Tk)− Vk+1(s, s))dMk,k+1(s)

)
= 0.

5. Olkoon 0 ≤ k ≤ K − 2. Osoita, että

E

((∫ t

0
e−δs(Vk(s, Tk)− Vk+1(s, s))dMk,k+1(s)

)2
)

=

∫ t

0
e−2δsE

(
(Vk(s, Tk)− Vk+1(s, s))

2µk+1(s− Tk)1(Z(s) = k)
)
ds.

Muotoile tuloksen ja tehtävän 4 avulla esitys Γ(t):n varianssille.


