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Olkoon (Ω,F ,P) todennäköisyyskenttä, τ0 ≡ 0 ja τk : Ω → (0,∞) ∪ {+∞} satunnais-
muuttujia, k = 1, 2, . . .. Toisin sanoen τ−1k (+∞) ∈ F ja τ−1k (B) ∈ F kaikilla B ∈ B ja k ∈ N,
missä B tarkoittaa R:n Borel-joukkoja. Olkoon T0 = 0 sekä

Tk =

k∑
j=1

τj ja Z(t) =

∞∑
j=1

1(Tj ≤ t), k ∈ N, t ≥ 0,

ja olkoon F0 = {∅,Ω} ja Ft = σ (Z(s) | s ≤ t). Oletetaan, että limk→∞ Tk(ω) = +∞, ∀ω.

1. Määritellään joukkoluokka Gt seuraavasti: B ∈ Gt, jos ja vain jos seuraavat ehdot a ja
b on täytetty:

a) B ∩ {Z(t) = 0} = {Z(t) = 0} tai B ∩ {Z(t) = 0} = ∅,
b) B ∩ {Z(t) = m} = {(T1, . . . , Tm) ∈ Bm, Tm+1 > t} eräälle Bm ∈ Bm ∩ (0, t]m,

kaikilla m ∈ N, missä Bm tarkoittaa Rm:n Borel-joukkoja. Osoita, että Gt on sigma-algebra.

2. Osoita, että Ft ⊆ Gt.

3. Olkoon t ≥ 0 kiinteä ja Uj = Tj1(Tj ≤ t), ∀j ∈ N. Osoita, että

a) Uj on Ft-mitallinen.
b) Ft = Gt.

4. Olkoon K ∈ N kiinteä. Oletetaan lisäksi, että τ1, . . . , τK ovat riippumattomia (0,∞)-
arvoisia satunnaismuuttujia ja että τK+1 ≡ +∞. Olkoon

P(τj > x) = e−
∫ x
0 µj(s)ds, x ≥ 0, j = 1, . . . ,K,

missä funktiot µj ovat ei-negatiivisia ja jatkuvia, ja olkoon Fj muuttujan τj kertymäfunktio.
Määritellään prosessit Nk,k+1 ja Λk,k+1 ehdoista

Nk,k+1(t) =
∑

0≤s≤t
1(Z(s) = k + 1, Z(s−) = k),

Λk,k+1(t) =

∫ t

0
µk+1(s− η(s))1(Z(s) = k) ds,

k = 0, 1, . . . ,K − 1, t ≥ 0, missä

η(t) =

K∑
j=0

Tj1(Tj ≤ t < Tj+1).

Olkoon 0 ≤ s ≤ t ja B ∈ Fs. Tällöin kaikilla m ∈ N ∪ {0} ja k ∈ {0, 1, . . . ,K − 1},

E (1(B ∩ {Z(s) = m})(Nk,k+1(t)−Nk,k+1(s)))

= E (1(B ∩ {Z(s) = m})(Λk,k+1(t)− Λk,k+1(s))) .

Todista tulos, kun 1 ≤ m ≤ k ≤ K − 1.

5. (jatkoa tehtävään 4) Osoita, että Λk,k+1 on prosessin Nk,k+1 kompensaattori jokaisella
k ∈ {0, 1, . . . ,K − 1}.


