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Olkoot τ, τ1 ja τ2 todennäköisyyskentällä (Ω,F ,P) määriteltyjä riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita satunnaismuuttujia. Oletetaan, että τ(ω), τ1(ω), τ2(ω) ∈ {1, 2, . . .} kaikil-
la ω ∈ Ω. Merkitään

pk = P(τ = k) ja P̄ (k) =
∞∑
m=k

pm, k = 1, 2, . . . .

Oletetaan, että P̄ (k) > 0 kaikilla k ∈ N. Määritellään kahden hypyn prosessi

N = {N(n) ; n = 0, 1, 2, . . .}

ehdoista N(0) = 0 ja

N(n) = 1(τ1 ≤ n) + 1(τ1 + τ2 ≤ n), n = 1, 2, . . . .

Olkoon F0 = {∅,Ω}, Λ(0) = 0,

Fn = σ (N(1), . . . , N(n)) ,

λ(n) = E(N(n)−N(n− 1) | Fn−1),

Λ(n) =

n∑
j=1

λ(j),

n = 1, 2, . . .. Tällöin Λ on N :n kompensaattori sigma-algebrajonon (Fn) suhteen,

1. Osoita vastaesimerkin avulla, että N :llä ei ole yleisesti Markov-ominaisuutta eli että
voi olla

P(N(n) = k|N(n− 1) = jn−1) 6= P(N(n) = k|N(n− 1) = jn−1, . . . , N(n− r) = jn−r).

2. Olkoon

Cjk(n) = {τ1 = j, τ1 + τ2 = k}, j = 1, . . . , n− 1, j < k ≤ n,

Dj(n) = {τ1 = j, τ1 + τ2 > n}, j ≤ n,
ja E(n) = {τ1 > n} sekä Gn näiden generoima sigma-algebra. Osoita, että Fn = Gn.

3. Olkoon B ∈ Fn−1. Osoita, että edellisen tehtävän generoiville joukoille pätee

E(1(B)(N(n)−N(n− 1))) =


0, jos B = Cjk(n− 1), j ≤ n− 2, j < k ≤ n− 1,

pjpn−j , jos B = Dj(n− 1), j ≤ n− 1,

pn, jos B = E(n− 1).

4. Osoita, että

λ(n) =

n−1∑
j=1

pn−j
P̄ (n− j)

1(τ1 = j) +
pn
P̄ (n)

1(τ1 ≥ n)

1(τ1 + τ2 ≥ n), n ∈ N.

5. Osoita, että

Λ(n) =

min(τ1+τ2,n)∑
m=τ1+1

pm−τ1
P̄ (m− τ1)

+

min(τ1,n)∑
m=1

pm
P̄ (m)

,

missä tyhjä summa sovitaan nollaksi.


