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Geometria, kevit 2015

Harjoitus 6
23.2. alkavalle viikolle

Huom! 1. kurssikoe on ma 2.3. klo 15-15. Mikdli et pidse varsinaiseen
kokeeseen, ks. kurssisivulta korvaavan kokeen aika. Kertaustehtavat ilmesty-
vdt kurssisivulle viimerstaan ma 25.2. ja niitd kdyddan ldipt "ohjausmaisests”
pe 27.2. luennolla.

1. (Harjoitus 1.6.4., [L]) Todista: jos suorat a ja b leikkaavat toisensa pis-
teessd C' ja sivuavat ympyrédé [' pisteissia A ja B, niin CA = CB.

Ratkaisu. Olkoon ympyrén I' keskipiste O. Lauseen 1.6.2. nojalla suorat
a ja OA ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja suorat b ja OB ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Kolmioissa COA ja COB on yhteinen
sivu CO, ympyriin T' siiteen kanssa yhtenevini keskeniin yhteneviit
sivut OB = OA ja yhtenevit suorat kulmat ZOAC = ZOBC, joten
harjoituksen 1.4.14. (suorakulmainen ssk) nojalla kolmiot yhtenevit.
Kolmioiden yhtenevyyden perusteella on CA = CB. O

2. (Harjoitus 1.6.5., [L]|) Todista, ettd kolmion ABC' kulmien puolittajat
leikkaavat toisensa samassa pisteessd I.

Ratkaisu. Lauseen 1.3.2. nojalla kulman ZCAB puolittaja leikkaa ja-
nan BC' pisteessi, joka on pisteiden B ja C vilissd. Lauseen 1.3.2. no-



jalla kulman ZABC puolittaja leikkaa janan AP pisteessi D, joka on
kulman ZABC" aukeamassa.

LCAD = LDAB
/LABD =~ /DBC

Olkoot P, @, R pisteen D kohtisuorat projektiot (harjoitus 1.5.2.) suo-
rilla BC, C'A ja AB.

Kolmioissa BDR ja BDP on yhtenevit (suorat) kulmat ZBRD =
ZBPD, yhteneviit kulmat ZDBR = /DBP (D on kulman ZRBP
kulmanpuolittajalla) ja yhteinen sivu BD), joten lauseen 1.4.9. (kks)
nojalla kolmiot ovat yhtenevit.

Samoin kolmioissa ADQ ja ADR on yhtenevét (suorat) kulmat ZAQD =
ZARD, yhtenevit kulmat ZDAQ = ZDAR ja yhteinen sivu AD, joten
lauseen 1.4.9. (kks) nojalla myos ndmé kolmiot ovat yhtenevit.

Ensiksi mainitusta kolmioiden yhtenevyydestd seuraa DP =2 DR ja jil-
jemmistd DR = DQ. Janojen yhtenevyyden transitiivisuudesta saa-
daan siis DQ = DP. Nyt on kolmioissa CDQ ja C'DP siis yhteinen sivu
CD, yhtenevit sivut DQ = DP ja suorat kulmat /DQC = /DPC,
joten harjoituksen 1.4.14. (suorakulmainen ssk) mukaan kolmiot ovat
yhtenevit.

Kolmioiden yhtenevyydesta ZDCQ = ZDCP, eli suora C'D on kul-
man Z/BCA puolittaja. Kaikki kolme kulmanpuolittajaa siis kulkevat
pisteen D kautta. [J

. (Harjoitus 1.6.7., [L]) Olkoot A, B ja C' ympyrén I pisteitd ja ZACB
suora kulma. Osoita, ettd AB on ympyran I' halkaisija.



Ratkaisuehdotus.
Oletetaan tilanne tehtavanannon mukaiseksi.

Olkoon B’ toinen péitepiste silld ympyran ' halkaisijalla, jonka toinen
padtepiste on A. Nyt lauseen 1.6.7.&0'&11&1 on ZAC B’ suora kulma. Ak-

sioomasta 10 seuraa, ettd C@ ja CB' ovat sama puolisuora. Lauseen
1.6.3. nojalla suoralla C'B ei voi olla enempéé kuin kaksi yhteista pis-
tettd ympyran I' kanssa, C ja B, joten B = B'. [J

4. (Harjoitus 1.6.10., [L]) Osoita: Jos ABCD on jénnenelikulmio, niin
/ZABC ja ZCDA ovat vieruskulmia.

FEris ratkaisu. Kehdkulmalauseen 1.6.8. (tai lauseen 1.6.7., jos A ja B
ovat nelikulmion ABC'D ympéri piirretyn ympyréan halkaisijan péite-
pisteet) mukaan ZADB = ZACB. Samoin lauseen 1.6.8. (tai lauseen
1.6.7., jos B ja C' ovat nelikulmion ABC'D ympéri piirretyn ympyrin
halkaisijan péétepisteet) mukaan /BDC = /BAC. Kulman Z/CDA
aukeamassa on siis piste B niin, ettd /BDA = /BCA ja /BDC =
/BAC. Lisiksi lauseen 1.5.4. nojalla kulman ZABC' vieruskulma on
kolmion ABC' kulmien ZBAC ja ZBCA summa, joten lauseen 1.4.6.
("kulmien summa on hyvin maéritelty") nojalla ZCDA on kulman
ZABC vieruskulma. [J

5. (YO-tehtavé, S2009) Janasta poistetaan keskimméinen kolmannes. Jil-
jelle jdaneistd osajanoista poistetaan jilleen keskimmaéinen kolmannes.



Poistamista jatketaan loputtomiin poistamalla jokaisella askeleella jal-
jelld olevista osajanoista keskimmainen kolmannes. Miki on poistettu-
jen osien yhteinen pituus verrattuna janan alkuperiiseen pituuteen?

Ratkaisuehdotus.

Kussakin vaiheessa jiljelld olevista osajanoista poistetaan kolmannes,
ja seuraavaan vaiheeseen jai siis jédljelle kaksi kolmannesta edellisen
vaiheen pituudesta. Jos janan alkuperiinen pituus on a, on poistettujen
osien pituus siten

1
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Tama on geometrinen sarja suhdelukunaan ¢ = % (Geometrisen sarjan
summa on

l—¢q
3
Poistettujen osien pituus on siis sama kuin alkuperdisen janan pituus.

(YO-tehtivi, K2012) Olkoon ¢ > 0. Paraabeli y = az? + bz + ¢ kulkee

pisteen (0, 7 ) kautta ja sivuaa x-akselia pisteessa (¢,0).
isteen (0, }) kautta ja si kselia pisteessé (£, 0

a) Madrita kertoimet a, b ja ¢ parametrin ¢ avulla lausuttuna.

b) Néytéa, etta paraabelin ja koordinaattiakselien rajoittaman alueen
pinta-ala ei riipu paramaterin ¢ arvosta.

Ratkaisuehdotus.

Paraabelin ja y-akselin leikkauspisteessd on y = %, x = 0. Paraabelin ja
x-akselin leikkauspisteessa on y = 0, x = t. Paraabelin minimikohdassa
(t,0) sen derivaatta on nolla. Paraabelin yhtdlostd saadaan siis

_:C7
t

0=at>+bt+c,
0 = 2at + 0.

1

Ensimmadisesta yhtalosta ¢ = 5.

Sijoittamalla tAmé toiseen yhtdloon ja ratkaisemalla saadaan b = —at—

1
2

Sijoittamalla tdmé kolmanteen yhtaloon saadaan at + t% = 2at ja rat-
kaisemalla a = .

|~

Nyt siis a = »b:—at—t%:——jac:%.

w)

t
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b) Paraabelin ja koordinaattiakselien rajaama pinta-ala on muuttujan x
arvoilla 0 — ¢ paraabelin kuvaajan alapuolelle jiaivi ala, siis paraabelin
integraali tuolla vililld. Lasketaan integraali.

t t1 2 1
/0(a:z:2+b:1:+c)d:p:/0(ﬁxQ—t—QI%—;)dx
t 1 2 1 1

1
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Tulos ei siis riipu siitéd, miki arvo ¢ on.

7.% (YO-tehtévi, S2012) Suora ympyrilierié on pallon sisalld niin, ettd sen
molempien pohjien reunat sivuavat pallon pintaa. Pallon pinta-alan
suhdetta lierion koko pinta-alaan merkitdén symbolilla ¢t. Lierion koko
pinta-alalla tarkoitetaan sen vaipan ja pohjien yhteenlaskettuja pinta-
aloja.

a) Madrita lierion korkeuden suhde lierion pohjan siteeseen paramet-
rin ¢ avulla lausuttuna.

Milla parametrin ¢ arvoilla

b) téllaista liericta ei ole olemassa.
¢) on tésmalleen yksi téllainen lierid.

d) on kaksi téllaista lieriota.

Erds ratkaisu.

a) Merkitdén lierion pohjaympyrén siddettéd r, pallon sidettd R ja etsittyd
pohjaympyrin siteen ja lierion korkeuden suhdetta s.

2
Nyt pallon séteelle R = 4 /7% + (%) (vrt. kuva).

Pallon pinta-ala on 47r? ja lierion pinta-ala on summa sen p#ity-
ympyroiden ja vaipan alasta. Pallon pinta-alan ja kartion pinta-alan
suhteelle ¢ saadaan nyt

Ap 4t R CAn(rP 4 (5)?) 24557

t:_: =
A 2-mr?2427r - sr 27r2(1 + s) 1+s




Kuva 1: Pystysuora leikkaus pallosta ja ympyralieriosta.

eli

_2—1—%82

t =
1+ s

ja tasta
2 —2ts+4—2t=0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavasta saadaan nyt ratkaisu

s =t+Vit2 4+ 2t — 4.

Asken johdetun suhteen s lausekkeessa nelidjuuren sisilté [6ytyvi lause-
ke t2 + 2t — 4 ei saa olla negatiivinen, téllaisilla parametrin ¢ arvoilla
vastaavaa ympyriliericta ei voi olla olemassa. Funktio y = t? + 2t — 4
maarad ylospiin aukeavan paraabelin, toiseen asteen yhtdlon ratkaisu-
kaavasta saadaan sen nollakohdat ¢t = —1i\/5, joiden vilissd se saa
negatiivisia arvoja. Toisaalta ¢ ei kahden positiivisen mééreen (pinta-
alan) suhteena voi saada negatiivisia arvoja, joten milld&in nollaa pie-
nemmaélld ¢ kaivattua lieridta ei ole olemassa. Siis suhdetta ¢ vastaavia
lieriité ei ole lainkaan, kun ¢t < /5 — 1.

Nama parametrin t arvot vastaavat lierioité, jotka eivit mahtuisi pallon
sisaan.

Toisaalta suhdetta ¢ vastaavia lieriéita on vain yksi silloin, kun suhteen
s lausekkeessa esiintyvin neligjuuren sisilta 16ytyy 0, jolloin dskeisen
mukaan ¢ = —1i\/§, joista positiivinen vaihtoehto kelpuutetaan.
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Toisaalta lierioita 16ytyy vain yksi myos silloin, kun neliGjuuren arvo on
suurempi kuin ¢, silla talléin vain positiivinen vaihtoehto kelpaa suhteen
s arvoksi. Niin on, kun

t<Vt2+2t—4,

mista ¢ > 2.
Lieri6itd on vain yksi siis silloin, kun ¢t = /5 — 1 tai t > 2.

Néistd ensimmaéinen tapaus vastaa suurinta ympyrddn mahtuvaa lie-
ridta, joita on vain yksi. Jiljempi tapaus vastaa pienid pohjaympy-
rian sateitd: sidettd pienentdmélld lierion pinta-alan saa mielivaltaisen
pieneksi, kun taas sddettd kasvattaessa lierion pohja- ja kansiympy-
rit estdvat pinta-alan kutistumisen tietyn rajan alle. Pienimpié lierion
pinta-aloja ei siis saa kuin yhdelld tavalla.

Tiettyd suhdetta vastaavia lieri6itd on kaksi tapauksissa, joissa niitd
ei ole vain nollaa tai yhtd. Aiempien kohtien perusteella niin on, kun
VE—1l<t<2



