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Harjoitus 7, kevat 2015

1. Osoita etté funktio V(z,y) = 22 + 2y + y? toimii jossain origon ympéristossi
tasapainotilaan 0 liittyvana vahvana Lyapunovin funktiona autonomisessa parissa
T =siny
y = —2x — 3y.
Varmista tarvittavat definiittisyydet vaikka analyyttisesti (neliomuodot, Hessen
matriisi).

2. Tarkastellaan seuraavaa (lineaarista) homogeeniparia:

T=x+4y
Yy = —2x — dy.
Loyditko yritteelld V(z,y) = ax? + bxy + cy?, a,b,c € R, tasapainotilaan 0

liittyvén vahvan Lyapunovin funktion? Varmista definiittisyydet analyyttisesti.

3. Tutki Lyapunovin teorian avulla tasapainotilan 0 stabiilisuutta autonomisessa
parissa

r=e%—-1
g = x>,
4. Etsi yritteelld W (z,y) = azy?+bx®, a,b € R, Lyapunovin loittofunktio parille

242

y=—2zy

r=ux

ja osoita silla taméan parin tasapainotila 0 epastabiiliksi. Misséd alueessa loitto-
funktioehdot toteutuvat?

5. Formuloi ja todista lauseen 3.2 esimerkkié seuraten lauseesta 3.3 yleistys, jossa
W (x) on vain heikko Lyapunovin loittofunktio, ts. derivaatta W (x) on positiivi-
sesti vain semidefiniitti, mutta joka kuitenkin takaa 0:n epéastabiilisuuden.

Ohje. Lause 3.1; osa lauseen 3.3 oletuksista sailyy, yksi tulee lisaa.

6. Analysoi edellisen tehtavan tuloksena saadun lauseen avulla - kutsukaamme
sita lauseen 3.3 yleistykseksi - tasapainotilan 0 stabiilisuus van der Polin parissa

T=1y
j=—x+e(l—z?)y,
kun e > 0.



